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ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ

Изгиб с кручением стержня возникает тогда, когда внешние силы (вклю-
чая и реакции внешних связей) создают на участках стержня моменты сил от-
носительно продольной оси стержня (примем за продольную ось – ось х) и ко-
ординатных осей y и  z, лежащих в плоскости рассматриваемого поперечного
сечения. Для круглого поперечного сечения стержня любые оси поперечного
сечения, проходящие через его центр тяжести – главные центральные оси. По-
этому оси y и  z являются главными центральными осями инерции поперечно-
го сечения.

1
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O 2

K 1
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Рис. 1
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αк2
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Характерный вид такого нагружения показан на рис. 1. Стержень (вал),
установленный на опорах А и В, имеет жесткие диски 1 и 2, плоскость которых
перпендикулярна продольной оси стержня х. В плоскости этих дисков соот-
ветственно в точках К1 и К2 приложены силы Р1 и Р2

Положение точки К1 на окружности радиуса О1 К1 зададим углом 1Кα
между осью y  и радиусом 11KO . Положение точки К2 на окружности радиуса
О2 К2 зададим углом 2Кα  между осью y   и  радиусом 22KO . Если ось y  до со-
вмещения с радиусом iiKO  поворачивается против часовой стрелки, то угол
Кiα  считается положительным, если по часовой стрелке – то отрицательным.
Предположим, что линии действия сил Р1 и Р2  составляют с касательны-

ми к окружностям в точках К1 и К2 соответственно углы 1α  и 2α . Полагаем
также, что под действием сил Р1 и Р2 стержень находится в состоянии покоя
или равномерного вращения (состоянии статического равновесия). Покажем,
что стержень при таком нагружении будет испытывать изгиб с кручением.

1. СОСТАВЛЕНИЕ РАСЧЕТНОЙ СХЕМЫ СТЕРЖНЯ

При составлении расчетной схемы стержня силы Р1 и Р2 , приложенные в
точках К1 и К2 вне продольной оси стержня, необходимо привести к продоль-
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ной оси стержня, выбрав в качестве центра приведения для силы Р1 точку О1, а
для силы Р2  – точку О2 . Точки О1 и О2 – это точки пересечения плоскости
дисков 1 и 2 с продольной осью стержня.
При приведении силы 1P  из точки 1K  в точку 1O  необходимо добавить

момент силы 1P  относительно центра приведения (момент 1M ). Модуль мо-
мента 1M  равен

1M  = ⋅⋅ 111 PKO 1cosα ,        1M   =
2
1

1
DPt ⋅  ,                    (1.1)

где =tP1 1P 1cosα  – модуль окружной составляющей силы 1P  (модуль проек-
ции силы 1P  на касательную к окружности в точке 1K ); 1D  –  диаметр окруж-
ности с радиусом 11KO .

Процедура определения сил и моментов в ряде задач может быть обрат-
ной. По постановке задачи вначале может быть определен модуль момента си-
лы 1P  относительно точки 1O  (момент 1M ). Затем при известном значении
диаметра 1D  может быть определен модуль проекции силы 1P  на касательную
в точке 1K  и модуль силы 1P

1

1
1

2
D
MPt =  ,           1P  = 

11

1
11 cos

2cos/
α

α
D

MPt =   .               (1.2)

При приведении силы 2P  из точки 2K  в точку 2O  необходимо добавить
момент силы 2P  относительно центра приведения (момент 2M ). Модуль мо-
мента 2M  равен

2M  = tPKO 222 ⋅ ,        2M   =
2

2
2

DP t ⋅  ,                        (1.3)

где =tP2 2P 2cosα  – модуль окружной составляющей силы 2P  (модуль проек-
ции силы 2P  на касательную к окружности в точке 2K ); 2D  – диаметр окруж-
ности с радиусом 22KO .

Если по условию задачи вначале удается определить модуль момента си-
лы 2P  относительно точки 2O  (момент 2M ), то при известном значении диа-
метра 2D  может быть определен модуль проекции силы 2P  на касательную в
точке 2K  и модуль силы 2P , т. е.

2

2
2

2
D
MP t =  ,           2P  = 

22

2
22 cos

2cos/
α

α
D

MP t =    .                      (1.4)

На рис. 2, а  в плане показан диск 1 (если смотреть на диск 1 со стороны
продольной оси х), точки 1K  и 1O , сила 1P , приведенная к точке 1O , и момент

1M , равный модулю момента силы 1P  относительно точки 1O .
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На рис. 2, б  в плане показан диск 2 (если смотреть на диск 2 со стороны
продольной оси х), точки 2K  и 2O , сила 2P , приведенная к точке 2O , и момент

2M , равный модулю момента силы 2P  относительно точки 2O .

Так как силы 1P  и 2P  могут быть расположены к оси y  под разными уг-
лами 1pα  и 2pα  (рис. 2), целесообразно эти силы после приведения их к точ-
кам 1O  и 2O  разложить на составляющие y1P , y2P и z1P , z2P , линии действия
которых параллельны соответствующим осям  y  и z . В этом случае мы при-
ходим к единым плоскостям нагружения стержня (нагружение в плоскости

xy − , нагружение в плоскости xz − ).
На рис. 3, а  в плане показан диск 1, силы y1P  и z1P , а также момент 1M .

Проекции сил y1P  и z1P  на координатные оси y  и z  могут быть найдены как

yP1 = 1P 1cos pα ,         zP1 = 1P 1sin pα   .                          (1.5)

Рис.3
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На рис. 3, б  в плане показан диск 2, силы y2P  и z2P , а также момент 2M .
Проекции сил y2P  и z2P  на координатные оси y  и z  могут быть найдены как

yP2 = 2P 2cos pα ,         zP2 = 2P 2sin pα   .                          (1.6)
Естественно возникает вопрос: а как определить углы 1pα  и 2pα  (углы

между осью y  и линиями действия сил 1P  и 2P ), если заданы положения точки

1K  (угол 1kα ) и точки 2K  (угол 2kα ), линии действия силы 1P  относительно
касательной в точке 1K  (угол 1α ), линии действия силы 2P  относительно каса-
тельной в точке 2K  (угол 2α ).

Рассмотрим для этого возможные схемы приложения произвольной силы
P  в точке K под углом α  к касательной (рис. 4, а, б).

Рис.4

O

K P
z

y

αк

αP

α
а)

O

K

Pz

y

αк
α

αp

б)

 Ограничимся случаем, когда сила P  направлена в зону между точкой О и
касательной к точке K . Здесь возможно рассмотрение двух схем:
1) сила P , приложенная в точке K , стремится повернуть диск вокруг точки О
против часовой стрелки (рис 4, а);
2) сила P , приложенная в точке K , стремится повернуть диск вокруг точки О
по часовой стрелке (рис 4, б).

В первом случае (рис.4, а) угол pα  определится как

pα = kα + )
2

( απ + ,                                              (1.7)

во втором случае (рис.4, б)

pα = kα – )
2

( απ + .                                              (1.8)

Общей формулой, описывающей оба случая, является

pα = kα ± )
2

( απ + ,                                              (1.9)
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где знак «плюс» принимается в случае, если сила P  в точке K  стремится по-
вернуть диск против часовой стрелки; знак «минус» принимается в случае, ес-
ли сила P  в точке K  стремится повернуть диск по часовой стрелке.

Так как в построенной нами схеме (рис. 1) сила 1P  стремится повернуть
диск 1 по часовой стрелке, значение угла 1pα  определится по формуле (1.8)

1pα = 1kα – )
2

( απ + .                                              (1.10)

На схеме, изображенной на рис. 1, сила 2P  стремится повернуть     диск 2
против     часовой     стрелки.        Поэтому значение угла 2pα  определится по
формуле (1.7)

2pα = 2kα + )
2

( απ + .                                              (1.11)

Заметим, что значения угла kiα  ( i =1,2) берутся с учетом его знаков. Если
ось y  до совмещения с радиусом-вектором ОК поворачивается против часо-
вой стрелки, то угол kiα  считается положительным. Если ось y  до совмеще-
ния с радиусом-вектором ОК поворачивается по часовой стрелке, то угол kiα
считается отрицательным.

Изобразим расчетную схему стержня с действующими на него силами
на рис. 5.

 Так как стержень находится в состоянии статического равновесия, то из
условий равновесия следует, что сумма моментов сил относительно продоль-
ной оси xдолжна быть равна нулю:

∑ = 0)( ix PM  .
Если пренебречь трением в опорах А и В стержня, то

∑ +−= 21ix MM)P(M  .
Из условия равновесия следует

021 =+− MM  ,  12 MM =  ,  
2

2
2

DP t =
2
1

1
DPt  ,                          (1.12)

 откуда                                 
1

2

2

1

D
D

P
P

t

t =  ,                                                              (1.13)

P1y

P1z
M 1

P2y

P2z
M 2A B

a b c

Рис. 5

X
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т. е. в условии статического равновесия отношение окружных составляющих
сил   tP1  и  tP2   обратно пропорционально отношению диаметров окружностей

1D  и 2D , на которых лежат точки приложения сил (точки 1K  и 2K ).
Равенство (1.13) при известных значениях 1D  и 2D  позволяет определить

tP2  (если найдено значение tP1 ) или, наоборот, определить tP1  (если найдено
значение tP2 ):

tP2 =
2

1
1 D

DPt  ,             tP1 =
1

2
2 D

DP t    .                             (1.14)

Используя принцип независимости действия сил, расчетную схему
стержня (рис.6, а) можно представить в виде следующих расчетных схем:

P1y

P1z
M 1

P2y

P2z
M 2A B

a b c

а) расчетная схема нагружения стержня  

x

P1y P2y

A B

a b c

б) расчетная схема нагружения стержня
                     в плоскости    
 

y - x

y

x
z

x

y
x

z
в) расчетная схема нагружения стержня
                     в плоскости    
 

z - x

P1z P2zA B

a b c

x

M 1 M 2

г) расчетная схема нагружения стержня
                     при кручении  
 

A B

a b c

Рис. 6

x
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− расчет стержня на изгиб при его нагружении  в плоскости xy −  (рис. 6, б);
− расчет стержня на изгиб при его нагружении  в плоскости xz −  (рис. 6, в);
− расчет стержня на кручение при  его нагружении моментами 1M  и 2M ,
плоскости действия которых совпадают с плоскостями дисков 1 и 2 и перпен-
дикулярны продольной оси стержня (рис. 6, г).

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВНУТРЕННИХ СИЛОВЫХ ФАКТОРОВ                    
В ПОПЕРЕЧНЫХ  СЕЧЕНИЯХ СТЕРЖНЯ

Для каждой схемы нагружения стержня (рис. 6, б, в, г) определяются
внутренние силовые факторы в поперечных сечениях.

2.1. Нагружение стержня в плоскости  y – x
Схема нагружения стержня в плоскости xy −  представлена на рис. 7, а.   

В поперечных сечениях стержня возникают поперечные силы yQ  и изгибаю-
щие моменты zM .

 Для их определения необходимо вначале найти опорные реакции AY  и BY
(рис. 7, б), используя уравнения равновесия вида

0)( =∑ iA PM
v

 ,              0)( =∑ iB PM
v

 .
Из первого уравнения, которое можно представить как

0)()( 21 =++⋅+++− baPaPcbaY yyB  ,

P1y P2y

A B

a b c

а) расчетная схема нагружения стержня
                     в плоскости    
 

y - x

X

P1y P2y

a b c

б) расчетная схема стержня  с учетом 
     опорных реакций  Y   и  Y
 

A B

YA YB

Рис. 7

X
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находим            
)(

)(21

cba
baPaP

Y yy
B ++

++⋅
=   .

Из второго уравнения 0)( =∑ iB PM
v

 следует, что

0)()( 21 =⋅−+−++ cPcbPcbaY yyA ,

откуда               
)(

)( 21

cba
cPcbP

Y yy
A ++

⋅++
= .

После определения опорных реакций AY  и BY  приступаем к определению
поперечной силы yQ  и изгибающего момента zM  в поперечных сечениях
стержня на различных участках

( )Q
P

Py

iy f

iy p

=
−






∑
∑

( ) ,

,
                                                    (1.15)

где ( )Piy f −∑  сумма проекций на ось y внешних сил (включая и реакции
внешних связей), действующих на часть стержня от его начала (точки А) до
рассматриваемого сечения; ( )Piy p −∑  сумма проекций на ось y внешних сил
(включая и реакции внешних связей), действующих на часть стержня после
рассматриваемого сечения до конца стержня.

Изгибающий момент Mz в произвольном поперечном сечении стержня
определяется  на j -м участке как

M
M P

M Pz
z i f

z i p
j

=
−






∑
∑

[ ( ) ] ,

[ ( ) ] ,
       j = 1, 2, . . . , n ,                   (1.16)

где [ ( ) ]M Pz i f −∑  сумма моментов относительно оси z поперечного сечения
внешних сил (включая и реакции внешних связей), действующих на часть
стержня от его начала до рассматриваемого сечения; [ ( ) ]M Pz i p −∑  сумма
моментов относительно оси z внешних сил (включая и реакции внешних свя-
зей), действующих на часть стержня после рассматриваемого сечения до конца
стержня; j − текущий номер участка; n − число участков.

Процедуру определения поперечной силы yQ  и изгибающего момента

zM  в поперечных сечениях стержня можно найти в методических указаниях
[ 5 − 6 ].
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2.2. Нагружение стержня в плоскости  z – x
Схема нагружения стержня в плоскости xz −  представлена на рис. 8, а.

В поперечных сечениях стержня возникают поперечные силы zQ  и изгибаю-
щие моменты yM . Для их определения необходимо вначале найти опорные
реакции AZ  и BZ  (рис. 8, б), используя уравнения равновесия вида

0)( =∑ iA PM
v

 ,              0)( =∑ iB PM
v

 .
Из первого уравнения, которое можно представить как

0)()( 21 =+−⋅−++ baPaPcbaZ zzB  ,

находим            
)(

)(21

cba
baPaPZ zz

B ++
++⋅=   .

Из второго уравнения 0)( =∑ iB PM
v

 следует, что
0)()( 21 =⋅+++++− cPcbPcbaZ zzA ,

откуда               
)(

)( 21

cba
cPcbPZ zz

A ++
⋅++= .

После определения опорных реакций AZ  и BZ  приступаем к определе-
нию поперечной силы zQ  и изгибающего момента yM  в поперечных сечениях
стержня на различных участках

( )



 −

=
∑
∑

,
,)(

piz

fiz
z P

P
Q                                                     (1.17)

а) расчетная схема нагружения стержня
                     в плоскости    
 

z - x

P1z P2zA B

a b c

X

y

x

z

б) расчетная схема стержня с учетом
     опорных реакций  Z  и  Z

 
A B

P1z P2z

a b c
ZA ZB

Рис. 8

X

y

x

z
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где ∑ −fizP )(  сумма проекций на ось z  внешних сил (включая и реакции
внешних связей), действующих на часть стержня от его начала (точки А) до
рассматриваемого сечения; ∑ −pizP )(  сумма проекций на ось z  внешних сил
(включая и реакции внешних связей), действующих на часть стержня после
рассматриваемого сечения до конца стержня.

Изгибающий момент My в произвольном поперечном сечении стержня
определяется  на j − м участке определяется как





 −

=
∑
∑

,)]P(M[

,)]P(M[
M

piy

fiy
y j

       j = 1, 2, . . . , n ,                                       (1.18)

где ∑ −fiy PM )]([  сумма моментов относительно оси z поперечного сечения
внешних сил (включая и реакции внешних связей), действующих на часть
стержня от его начала до рассматриваемого сечения; ∑ −piy PM )]([  сумма
моментов относительно оси z внешних сил (включая и реакции внешних свя-
зей), действующих на часть стержня после рассматриваемого сечения до конца
стержня; j − текущий номер участка; n − число участков.

Процедуру определения поперечной силы yQ  и изгибающего момента

zM  в поперечных сечениях стержня можно найти в методических указаниях
[5 − 6].

2.3. Нагружение стержня моментами 1M  и 2M , плоскость дейст-
вия которых перпендикулярна продольной оси стержня
Схема нагружения стержня моментами 1M  и 2M  представлена на        

рис. 9,а. Плоскость действия моментов 1M  и 2M     перпендикулярна продоль-
ной оси стержня.

а) расчетная схема стержня, испытывающего кручение   

M 1 M 2A B

a b c

X

б) расчетная схема стержня, испытывающего кручение,
     когда внешние связи не создают реакций  
 

M 1 M 2

a b c

Рис. 9

X
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Если пренебречь трением в опорах А и В, то связи, ограничивающие воз-
можность поворота стержня вокруг продольной оси  х, отсутствуют. Соответ-
ственно отсутствуют и реакции таких связей. Стержень при отбрасывании
внешних связей оказывается нагружен лишь моментами 1M  и 2M . Причем из
условия статического равновесия 0)( =∑ iх PM

v
  имеем

1M−  + 2M = 0 ,                  1M  =  2M  .
Крутящий момент хM  в поперечных сечениях стержня возникает лишь на

части стержня, ограниченного плоскостями действия моментов 1M  и 2M . На
схеме, представленной на рис. 9, б, это участок стержня длиной b  . Крутящий
момент хM  в поперечных сечениях этого участка определится как







+≤≤=

+≤≤=−−=−
=

∑
∑

,,)]([

,,)()]([

2

11

baxaMPM

baxaMMPM
M

pix

fix
x          (1.19)

где ∑ −fiх PM )]([  сумма моментов относительно продольной оси x  пар сил,
действующих на часть стержня от его начала до рассматриваемого сечения;
∑ −pix PM )]([  сумма моментов относительно продольной оси x  пар сил, дей-
ствующих на часть стержня после рассматриваемого сечения.

3. НАПРЯЖЕНИЯ В ТОЧКАХ ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ ПРИ ИЗГИБЕ
С КРУЧЕНИЕМ
Рассмотрим поперечное сечение стержня (рис. 10), испытывающего изгиб

с кручением. В поперечном сечении действуют следующие внутренние сило-
вые факторы: поперечные силы yQ  и zQ , изгибающие моменты  yM  и zM ,
крутящий момент xM .

M Z

Qy

Qz

M X

M y

z

y

x
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Плоскость действия изгибающих моментов yM  и zM  проходит через
главные центральные оси  y  и z  поперечного сечения. Используя принцип не-
зависимости действия сил, можно задачу определения напряжений в точках
поперечного сечения свести к задачам определения напряжений в точках по-
перечного сечения при поперечном изгибе, рассматривая отдельно попереч-
ный изгиб стержня в плоскости xy −  и поперечный изгиб стержня в плоско-
сти xz − , а также определения касательных напряжений  )( xMτ  в точках по-
перечного сечения от действия крутящего момента xM .

Касательные напряжения  )( xMτ  в произвольной точке поперечного се-
чения, имеющей координаты y  и z  (рис. 11, а), при кручении стержня кругло-
го поперечного сечения определяются по формуле

)( xMτ = ρ
p

x

J
M

 ,                                                (1.20)

где 22 zy +=ρ  – расстояние от рассматриваемой точки С до точки О про-
дольной оси стержня;  −pJ  полярный момент инерции поперечного сечения
относительно точки О; y  и z – координаты точки, где определяются касатель-
ные напряжения.

Максимальные по модулю касательные напряжения возникают в наибо-
лее удаленных точках поперечного сечения на расстоянии, равном радиусу
круга,

)(max xMτ =
p

x

p

x

W
M

J
M

=maxρ ,           
2max

cD=ρ  ,             (1.21)

где cD  – диаметр круга; pW =
16

3
cDπ

 – полярный момент сопротивления попе-

речного сечения.

O

M X

z

y

C

z

y
ρ

а)

O

z

y

z

y

M Z Qy

Qz

M y

C

б)
Рис. 11. 
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При поперечном изгибе при нагружении стержня в плоскости xy −  в
произвольной точке поперечного сечения возникают нормальные напряжения

)( zMσ  от действия изгибающего момента zM (рис. 11, б)

)( zMσ = y
J
M

z

z− ,                                                (1.22)

где zJ – момент инерции поперечного сечения относительно оси  z ;
−y координата точки по оси y .
Знак «минус» означает, что при положительных значениях изгибающего

момента zM  в точках поперечного сечения, имеющего положительные коор-
динаты y , возникают нормальные напряжения сжатия.

Касательные напряжения )( yQτ  в произвольной точке поперечного сече-
ния от действия поперечной силы yQ  могут быть определены по формуле Жу-
равского

)( yQτ =
zz

zy

bJ
SQ *

,                                                    (1.23)

где yQ – значение поперечной силы в поперечном сечении; *
zS – статический

момент относительно оси z  части поперечного сечения, расположенной над
точками поперечного сечения с координатами y  (на рис. 12, а эта часть сече-
ния заштрихована); zb – длина отрезка поперечного сечения, параллельного
оси z  и проходящего через точки с координатами y  (рис. 12, а).

Касательные напряжения )( yQτ  распределены по высоте поперечного се-
чения по нелинейному закону (рис. 12,б). Максимального значения касатель-
ные напряжения для круглого поперечного сечения достигают в точках, лежа-
щих на оси z , причем

Рис. 12. 
а)

Oz

C

z

y

yb z

б)

y
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)(max yQτ =
A

Qy

3
4

 ,                                                    (1.24)

где А – площадь поперечного сечения.
При поперечном изгибе при нагружении стержня в плоскости xz −  в

произвольной точке поперечного сечения возникают нормальные напряжения
)( yMσ  от действия изгибающего момента yM (рис. 11, б)

)( yMσ = z
J
M

y

y ,                                                (1.25)

где yJ – момент инерции поперечного сечения относительно оси y ;
−z координата точки по оси z .
Касательные напряжения )( zQτ  в произвольной точке поперечного сече-

ния от действия поперечной силы zQ  могут быть определены по формуле     
Журавского

)( zQτ =
yy

yz

bJ
SQ *

,                                                    (1.26)

где zQ – значение поперечной силы в поперечном сечении; *
yS – статический

момент относительно оси y  части поперечного сечения, расположенной от от-
резка yb  в сторону оси z  (на рис. 13, а эта часть сечения заштрихована); yb –
длина отрезка поперечного сечения, параллельного оси y  и проходящего че-
рез точки с координатами z  (рис. 13, а).

Касательные напряжения )( zQτ  распределены по ширине поперечного
сечения по нелинейному закону (рис. 13, б). Максимального значения каса-

а) б)
Рис. 13. 

Oz

C

z

y

y

b
y z
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тельные напряжения для круглого поперечного сечения достигают в точках,
лежащих на оси y , причем

)(max zQτ =
A

Qz

3
4

 ,

где А – площадь поперечного сечения.
Ось z , где расположены точки поперечного сечения с максимальными

)(max yQτ , и ось y , где расположены точки поперечного сечения с максималь-
ными )(max zQτ , пересекаются в центре тяжести  поперечного сечения. В точке
пересечения (в центре тяжести  поперечного сечения) максимальные касатель-
ные напряжения

maxτ = )()( 2
max

2
max zy QQ ττ +  = 221

3
4

zy QQ
A

+  = 
A
Q

3
4

 ,

где  22
zy QQQ += – поперечная сила в сечении.

Нормальные напряжения σ  в произвольной точке поперечного сечения
от действия изгибающих моментов zM  и yM  суммируются

σ = σ ( zM )+σ ( yM ) = y
J
M

z

z−  + z
J
M

y

y  .                         (1.27)

В поперечном сечении существуют такие точки (обозначим координаты этих
точек 0y  и 0z ), для которых σ  = 0, т.е.

0y
J
M

z

z−  + 0z
J
M

y

y  = 0.

Из данного равенства следует, что

0z  =  0y
M
J

J
M

y

y

z

z  .

Учитывая, что для круглого поперечного сечения zy JJ = , получим

0z  =  0y
M
M

y

z  .                                                 (1.28)

Обозначим отношение 
y

z

M
M

 =k .  Тогда

0z  =  0yk  .                                                 (1.29)
Это уравнение прямой линии, проходящей через начало координат (центр тя-
жести поперечного сечения) с угловым коэффициентом

k = βtg ,     βtg  = 
y

z

M
M

 ,                                      (1.30)

где β – угол между координатной осью y  и линией, в точках которой нор-
мальные напряжения равны нулю.
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Эта линия называется нулевой (или нейтральной) линией. Ее положение
относительно оси y  определяется углом β . Если угол β > 0, то он должен
быть отложен от оси y  против часовой стрелки (рис. 14, а). Если угол β < 0, то
этот угол должен быть отложен от оси y  по часовой стрелке (рис. 14, б).

Рассмотрим положение произвольной
точки С поперечного сечения относительно
нулевой линии (рис. 15). Точка С имеет коор-
динаты y  и z  в системе координатных осей
y , z . Введем новую систему координат нy  и

нz , проходящих через центр тяжести попереч-
ного сечения таким образом, что ось нy  совпа-
дает с нулевой линией, а ось нz  перпендику-
лярна нулевой линии (рис. 15). Координаты
точки С в новой системе координатных осей,
повернутых относительно осей y  и z  на угол
β , могут быть определены как

                  нy  = ββ sincos zy + ,
   нz  = ββ sincos yz −  .                                                             (1.31)

Заметим, что модуль координаты нz  определяет расстояние от точки С до ну-
левой линии.

В произвольной точке С, имеющей координаты y  и z , нормальные на-
пряжения σ  определяются как

σ  = y
J
M

z

z−  + z
J
M

y

y  .                                      (1.32)

O

z

y

β

нулевая линия

O

z

y

β

нулевая линия

а) β > 0 б) β < 0
Рис. 14

Oz

zн

zн

y
yн

yн
C

z

y

Рис.15

β

D

E



20

20

Преобразуем данное равенство следующим образом:

σ  = z
J
M

y

y ( y
M
J

J
M

y

y

z

z− ) .

Учитывая, что для круглого поперечного сечения  zy JJ = ,  а отношение

y

z

M
M

= βtg , получим

σ  = )( ytgz
J
M

y

y ⋅− β  = 
β

ββ
cos

sincos yz
J
M

y

y −⋅  .

Но из (1.31) нz  = ββ sincos yz − . Тогда

σ  = 
βcos
н

y

y z
J
M

⋅   ,                                             (1.33)

т. е. нормальные напряжения σ  в произвольной точке поперечного сечения
пропорциональны координате нz  этой точки (модуль нz  определяет расстоя-
ние от рассматриваемой точки до нулевой линии).

Опасными точками будут те точки поперечного сечения, которые наибо-
лее удалены от нулевой линии. Для круглого поперечного сечения это точки D
и E (рис. 15), где ось нz  пересекает профиль сечения. Так как  ( нz ) max = r  (где
r  − радиус круга), то в опасных точках возникают максимальные по модулю
нормальные напряжения

maxσ  = 
βcos

r

y

y z
J
M

⋅   =
βcos
1⋅

y

y

W
M

   ,                                          (1.34)

где 
r
J

W y
y = – осевой момент сопротивления поперечного сечения.

Учитывая, что 
y

z

M
Mtg =β  , ββ sincos

z

y

M
M

=  , можно выразить maxσ  как

maxσ  = 
βsin

r
J
M

z

z ⋅   =
βsin
1⋅

z

z

W
M

 .                                          (1.35)

Расчет maxσ  в опасных точках поперечного сечения следует вести в опас-
ном сечении стержня. Естественно возникает вопрос: а где находится опасное

сечение?  Если  maxσ = 
βcos
1⋅

y

y

W
M

, а также, что для 
22
πβπ ≤≤−

βcos
1

 = β21 tg+ ,     а    2

2
2

y

z

M
Mtg =β  ,     то   

βcos
1

= 221
zy

y

MM
M

+ ,

а максимальные по модулю нормальные напряжения
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maxσ = 221
zy

y

MM
W

+   = 
y

изг

W
M

 ,  изгM  = 22
zy MM + ,              (1.36)

где изгM  – модуль полного изгибающего момента.
Тогда опасным по нормальным напряжениям будет то поперечное сечение
стержня, в котором изгM  достигает наибольшего значения.

Итак, в точках круглого поперечного сечения, удаленных от центра тяже-
сти на расстоянии, равном радиусу круга, возникают максимальные по моду-

лю нормальные напряжения maxσ =
y

изг

W
M

 и максимальные по модулю каса-

тельные напряжения от действия крутящего момента xM

)(max xMτ   =   
p

x

W
M

  .                                     (1.37)

В центре тяжести поперечного сечения возникают максимальные каса-
тельные напряжения от действия поперечной силы

)(max Qτ  = 
A
Q

3
4

 ,    22
zy QQQ +=  .                          (1.38)

Как правило, более опасными являются периферийные точки круга. Проанали-
зируем напряженное состояние в этих опасных точках.

Выделим в окрестности опасной точки элементарный объем (рис.16, а), по
граням которого действуют нормальные напряжения xσ  и касательные напря-
жения txτ (по граням, совпадающим с поперечным сечением стержня).

По перпендикулярным граням, плоскость которых проходит через про-
дольную ось х, действуют только касательные напряжения xtτ  (первый индекс
соответствует направлению нормали к грани, а второй индекс – направлению

df
r

x

d x

d r

σx

τxt

τtx

a) б)
Рис. 16

D

D 1

D 2

A BO 1O

C 1 σσ1

σx

σ3

τ
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самого касательного напряжения). На рис. 16, а напряжения на невидимых
гранях условно не показаны, чтобы не загромождать рисунок.

Решение обратной задачи при анализе напряженного состояния в опасной
точке (определение главных напряжений 1σ  и 3σ ) при известных нормальных
( xσ 0≠ ,  tσ = 0) и касательных txτ  и xtτ  напряжений в двух взаимно перпен-
дикулярных гранях элементарного объема осуществим путем построения кру-
га Мора (рис. 16, б).

Для этого проведем координатные оси  σ  и τ  (рис. 16, б). На оси σ  от-
ложим отрезок 1OC , соответствующий в определенном масштабе нормально-
му напряжению xσ . Из точки 1C  построим отрезок 11DC , соответствующий в
масштабе значению касательного напряжения txτ . Так как во взаимно перпен-
дикулярной грани нормальные напряжения tσ = 0 (изображающая это напря-
жение точка на оси σ  совпадает с началом координат – точкой О) и действуют
только касательные напряжения xtτ , то из точки О строим отрезок 2ОD , соот-
ветствующий в масштабе касательному напряжению xtτ .

По закону парности касательных напряжений следует, что xtτ = txτ . По-
этому отрезки 2ОD  и 11DC  равны между собой. Соединим точки 1D  и 2D . Пе-
ресечение отрезка 21DD  с осью σ  произойдет в точке 1О , причем 1ОО =

= 11СО =
2
хσ

. Радиусом 11DО  из точки 1О  проведем окружность, которая пере-

сечет ось σ  в точках А и В. Отрезок ОА в масштабе соответствует главному
напряжению 3σ , а отрезок ОВ – главному напряжению 1σ .
Радиус 11DО  окружности равен

11DО  = 
2

31 σσ −
 .                                              (1.39)

С другой стороны 11DО  − гипотенуза прямоугольного треугольника 111 DСО  и

11DО  = 2
11

2
11 )()( DCCO + = 2

2

2 xt
x τσ +




 .                    (1.40)

Приравнивая равенства (1.39) и (1.40), получим

2
31 σσ −

 = 2
2

2 xt
x τσ +




     или     31 σσ −  = 22 4 xtx τσ + .        (1.41)

Отрезок ОВ = 1ОО + ВО1 . Переходя к напряжениям, имеем

1σ  = 
2
хσ

 + 2
2

2 xt
x τσ +




 .                                      (1.42)

Отрезок ОА = ОО1  – АО1 . Переходя к напряжениям и учитывая, что  3σ < 0,
получим
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3σ  = 
2
хσ

 – 2
2

2 xt
x τσ +




 .                                      (1.43)

Если  учесть, что в опасной точке поперечного сечения хσ = maxσ =
y

изг

W
M

, а ка-

сательные напряжения txτ = )(max xMτ   =   
p

x

W
M

, то при изгибе с кручением

стержня круглого поперечного сечения в опасных точках сечения

1σ = 
y

изг

W
M
2

 + 2

22

2 p

x

y

изг

W
M

W
М +










 ,                                  (1.44)

3σ = 
y

изг

W
M
2

 – 2

22

2 p

x

y

изг

W
M

W
М +










 .                                  (1.45)

Если учесть, что для круглого поперечного сечения полярный момент сопро-
тивления pW  = 2 yW , то последние равенства можно преобразовать к виду

1σ  = )(
2
1 22

хизгизг
y

MMM
W

++ ,                                 (1.46)

3σ  = )(
2
1 22

хизгизг
y

MMM
W

+− .                                 (1.47)

Если теперь учесть, что 222
zyизг MММ += , то

22222
zyxхизг MMMMM ++=+  = 0M  ,                         (1.48)

где 0M  − модуль главного момента внутренних сил в поперечном сечении при
приведении их к центру тяжести сечения.
Тогда

1σ  = 
2

1 0МM
W

изг

y

+⋅  ,                                        (1.49)

3σ  = 
2

1 0МM
W

изг

y

−⋅  .                                        (1.50)
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4. РАСЧЕТ НА ПРОЧНОСТЬ ПРИ ИЗГИБЕ С КРУЧЕНИЕМ СТЕРЖНЯ
КРУГЛОГО ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ
При расчете на прочность в опасных точках опасного сечения анализиру-

ется неравенство
[ ]σσ ≤экв ,                                               (1.51)

где −эквσ эквивалентные нормальные напряжения, учитывающие главные на-
пряжения  1σ , 2σ , 3σ  по главным площадкам в опасной точке; [ ] −σ  допус-
каемые напряжения для материала стержня.

Для вычисления эквσ  можно воспользоваться формулами соответствую-
щих теорий прочности. По третьей теории прочности

313)( σσσ −=экв  .                                           (1.52)
Учитывая выражения для  1σ  и 3σ , получим

=3)( эквσ
yW

М 0  = 
y

zyх

W
MMM 222 ++

 = 
y

пр

W
М 3)(

 ,                     (1.53)

где 3)( прМ  = 0M  = 222
zyx MMM ++  – приведенный момент в поперечном се-

чении, вычисленный по третьей теории прочности.
По четвертой теории прочности

[ ]2
31

2
32

2
214 )()()(

2
1)( σσσσσσσ −+−+−=экв  .              (1.54)

При изгибе с кручением стержня круглого поперечного сечения в окрестности
опасной точки одна из главных площадок элементарного объема находится на
боковой поверхности стержня и нормальные напряжения там отсутствуют .
Тогда, принимая, что 2σ  = 0, получим

31
2

3
2
131

2
3

2
14 )222(

2
1)( σσσσσσσσσ −+=−+=экв  .

Так как с учетом выражений (1.49) и (1.50) для 1σ  и 3σ

2
3

2
1 σσ +  = 

2
1 2

0
2

2
МM

W
изг

y

+⋅  ,        31 σσ ⋅  = 
4

1 2
0

2

2
МM

W
изг

y

−⋅  ,

то            2
3

2
1 σσ + – 31 σσ ⋅  = 

2
1 2

0
2

2
МM

W
изг

y

+⋅  – 
4

1 2
0

2

2
МM

W
изг

y

−⋅        и после

преобразований получим    2
3

2
1 σσ + – 31 σσ ⋅  = )

4
3(1 22

2 хизг
y

МM
W

+ .

Тогда эквивалентные напряжения по 4-й теории прочности

y

пр
хизг

y
экв W

М
МM

W
422

4

)(
75,01)( =+=σ  ,                           (1.55)
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где 22
4 75,0)( хизгпр МММ +=  = 222 75,0 хzy МMМ ++  – приведенный мо-

мент в поперечном сечении, вычисленный по 4-й теории прочности.
Вернемся теперь к условию прочности (1.51) [ ]σσ ≤экв , которое с учетом

(1.53) и (1.55) запишем как

[ ]σ≤
y

iпр

W
M )(

 ,     3=i  или  4=i   ,                            (1.56)

где  индекс  i = 3 означает, что приведенный момент iпрМ )(  вычисляется по
третьей теории прочности с использованием формулы (1.53),

3)( прМ  = 222
zyx MMM ++  ,                                    (1.57)

а индекс i = 4 означает, что приведенный момент iпрМ )(  вычисляется по чет-
вертой теории прочности с использованием формулы (1.55),

22
4 75,0)( хизгпр МММ +=  = 222 75,0 хzy МMМ ++ .             (1.58)

Расчет на прочность может проводиться  как поверочный и связан с ана-
лизом выполнения неравенства (1.56) при известных значениях прМ , осевого
момента сопротивления поперечного сечения yW  и допускаемого напряжения
[ ]σ  . Расчет на прочность может проводиться как проектировочный и связан,
как правило, либо с определением yW , либо с определением [ ]σ  и выбором
материала.

При проектировочном расчете, когда неизвестной величиной является
yW , из формулы (1.56) следует

[ ]σ
iпр

y

M
W

)(
≥  , 3=i  или  4=i .                              (1.59)

Для круглого кольцевого сечения стержня

yW  = 
32

)( 33
cc dD −π

 = ]1[
32

33







−

c

cc

D
dDπ

 ,                            (1.60)

где −cD  диаметр внешней окружности кольцевого сечения; −cd диаметр
внутренней окружности кольцевого сечения.

Если задано соотношение k
D
d

c

c = , то диаметр cD  может быть определен из

(1.59) с учетом (1.60) как cD  [ ]3
3 )1(

)(32
σπ k

М iпр

−
≥ , а диаметр cc kDd = .           (1.61)
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