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1. Основные теоретические сведения 
 

1.1. Статические моменты сечения  

Любое сечение бруса имеет определенную геометрическую форму и 

площадь А (рис. 1.1).  

Выделим в сечение элементарную площадку Ad , положение которой 

определено координатами x и y. Статическим моментом сечения S  называет-

ся интеграл по площади произведения элементарной площадки на расстояние 

до оси. Статические моменты сечения относительно осей x и y будут соответ-

ственно равны 
 

 

A

y

A

x xASyAS .d;d  

 

1.2. Определение центра тяжести сечения  

Статические моменты сечения относительно осей, проходящих через 

центр тяжести, равны нулю, поэтому их используют для определения коор-

динат центров тяжести сечения. Для этого проводят вспомогательные оси x и 

y и координаты центра тяжести сечения определяют по зависимостям: 
 

A

S
y

A

S
x x

c

y

c  ; . 

 

 

x  

Рис. 7 

y  

x  

  

y  

Ad  

 
Рисунок 1.1 - Координаты элементарной площадки плоского сечения 

 

1.3. Моменты инерции сечения  

Осевым моментом инерции сечения I  называется интеграл по площади 

произведения элементарной площадки на квадрат расстояния до оси. Осевые 

моменты инерции сечения относительно осей x и y будут соответственно 

равны 

 

 

A

y

A

x xAIyAI .d;d 22
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Полярным моментом инерции сечения I  называется интеграл по пло-

щади произведения элементарной площадки на квадрат расстояния до начала 

координат. 
 

.d 2

 

A

AI  

 

Учитывая, что 
222 yx  , получаем .yx III   

Полярный момент инерции сечения равен сумме осевых моментов инер-

ции сечения. 

Центробежным моментом инерции сечения xyI  называется интеграл по 

площади произведения элементарной площадки на расстояния до осей. 
 

.d 

A

xy yxAI  

 

Если сечение имеет ось симметрии, то центробежный момент инерции 

сечения равен нулю. 
 

1.4. Определение моментов инерции простых геометрических фигур  

Рассмотрим определения момента инерции прямоугольного сечения от-

носительно оси, проходящей через центр тяжести (рис. 1.2). 

Выделим элементарную площадь Ad  на расстоянии y  от центральной 

оси cx  толщиной yd . Согласно определению, осевой момент инерции отно-

сительно оси cx  равен  
 

 

A
cx yAI 2d . 

 

  

c y   

Рис. 8 
  

d   

x 
  

b   

h   

c x   

y   

y d   

A d   

 
Рисунок 1.2 - К расчету момента инерции прямоугольника 
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В нашем случае элементарная площадь dybA d . Подставляя значе-

ния Ad  и изменяя пределы интегрирования, получаем 
 

123
d

32

2

32

2

2 bhby
ybyI

h

h

h

h
cx 




 . 

 

Аналогичным образом определяются моменты инерции любого плоско-

го сечения (см. Приложение 1). 

 
 

d  

cx  

x  

y  

 
Рисунок 1.3 - К расчету момента инерции относительно оси,  

параллельной центральной оси 

 

Если известен момент инерции сечения относительно оси проходящей 

через центр тяжести (рис. 1.3), то момент инерции относительно другой па-

раллельной оси, отстоящей на расстоянии d , определяется по формуле 

Штейнера 
2AdII

cxx  . 

 

Если сечение имеет сложную геометрическую форму, то его разбивают 

на простые фигуры и его момент инерции рассчитывают, как сумму момен-

тов инерции отдельных фигур. 

 

1.5. Главные оси инерции и главные моменты инерции 

Найдем зависимость между моментами инерции относительно осей х, у 

и моментами инерции относительно осей u,v, повернутых на угол  . Угол   

считается положительным, если поворот осуществляется против часовой 

стрелки. Пусть координаты элементарной площадки до поворота – x, y, после 

поворота – u,v (рис. 1.4). 

Из рисунка следует: 

 

 sincos;sincos xyvyxu  . 
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В этом случае  

.2cos2sin
2

)sincos)(sincos(

;2sincossin)cossin(

;2sinsincos)sincos(

2222

2222









xy
yx

AA

uv

xyyx

AA

v

xyyx

AA

u

I
II

dAxyyxuvdAI

IIIdAxydAuI

IIIdAxydAvI


















 

 

 

  

О  

y  

v  

y  

x  

u  u  
v  

x  
dA  

  
Рисунок 1.4 - К определению моментов инерции  

относительно повернутых осей 

 

С изменением угла поворота осей   каждая из величин uI  и vI  меняет-

ся, а сумма их остается неизменной. Следовательно, существует такое значе-

ние 0  , при котором моменты инерции достигают экстремальных значе-

ний, т.е. один из моментов инерции достигает своего максимального значе-

ния, в то время другой момент инерции принимает минимальное значение. 

Для нахождения значения 0  возьмем первую производную от uI  и прирав-

няем ее нулю: 

,02coscossin2sincos2 00000  


xyyx
u III

d

dI
 

откуда  

.
2

tg2 0
xy

xy

II

I


  
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Нетрудно показать, что центробежный момент относительно осей, по-

вернутых на угол 0 , равен нулю.  

Оси, относительно которых центробежный момент инерции равен нулю, 

а осевые моменты инерции принимают экстремальные значения, называются 

главными осями. Если эти оси являются также и центральными, то они назы-

ваются главными центральными осями.  

Осевые моменты инерции относительно главных осей называются глав-

ными моментами инерции. Если сечение имеет ось симметрии, то эта ось 

всегда является одной из главных центральных осей инерции сечения. 

Положительные значения величин 

A

I
i x
x  , 

A

I
i

y
y  , 

A

I
i u
u  , 

A

I
i v
v   и т.д. 

называются радиусами инерции сечения, относительно соответствующей 

оси. 

Эллипс, построенный по уравнению 

1
2

2

2

2


xy i

y

i

x
, 

называется эллипсом инерции сечения. Здесь x и y – главные оси инерции. 

Обычно эллипс инерции строят для главных центральных осей. 

 

1.6. Моменты сопротивления сечения 

Момент сопротивления сечения относительно оси представляет собой 

отношение момента инерции относительно данной оси к расстоянию до 

наиболее удаленной точки сечения от этой же оси. 

maxy

I
W x

x  . 

Момент сопротивления прямоугольного сечения, изображенного на рис. 

2, относительно оси, проходящей через центр тяжести, равен 

6

2

12
2

3

max

bh

h

bh

y

I
W cx

cx  . 

Полярный момент сопротивления представляет собой отношение поляр-

ного момента инерции к расстоянию от центра тяжести сечения до наиболее 

удаленной точки сечения 

.
max




I
W   

  



9 
 

2. Пример расчета геометрических характеристик  

плоского сечения 
 

Задание 

Поперечное сечение бруса (рис. 2.1) состоит из прямоугольника 1 с раз-

мерами H×B (рис. 2.2) и неравнополочного уголка 2 с размерами b×h×t (рис. 

2.3). Определить положение центра тяжести всей фигуры во вспомогатель-

ной системе координат, применив для этого статические моменты плоских 

фигур. Провести на чертеже через найденный центр тяжести параллельно 

вспомогательным осям центральные оси всей фигуры. Найти осевые момен-

ты инерции и центробежный момент инерции всей фигуры относительно ее 

центральных осей. Определить моменты сопротивления фигуры относитель-

но этих центральных осей. Найти положение главных центральных осей фи-

гуры и провести их на чертеже. На чертеже показать также угол поворота 

главных центральных осей по отношению к прежним осям и его направле-

ние. Определить главные моменты инерции, моменты сопротивления и ради-

усы инерции относительно главных центральных осей. 

 

 
Рисунок 2.1 - Поперечное сечение бруса 
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Исходные данные 
 

 
Рисунок 2.2 - Прямоугольник 

Геометрические характери-

стики прямоугольника: 

В=2см, 

H=15см 

 
 

 
Рисунок 2.3 - Неравнополочный уголок 

Геометрические 

характеристики 

уголка: 

b=14 см,  

h=9 см, 

t=1 см,  

х0=4,58 см, 

y0=2,12 см,  

Ix=145,54 см4, 

Iy=444,45 см4,  

Iu=85,51 см4, 

Ixy=147 см4,  

tq=0,4,  

А=22,24 см2 
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Решение 

 

Вычерчиваем рассматриваемое плоское сечение в произвольной прямоуголь-

ной системе координат XOY (см. рис. 2.4). 

 

 
Рисунок 2.4 - К расчету геометрических характеристик сечения бруса 
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Координаты центров тяжести фигур 1 и 2 (точек О1 и О2) во вспомогательной 

системе координат XOY: 

см
B

х 1
2

2

2
1  ; 

см
H

у 5,7
2

15

2
1  ; 

смxBх 58,658,4202  ; 

смyу 12,202  . 

Площади фигур 1 и 2: 
2

1 30152 смBHA  ; 

A2=22,24 см2. 

Определяем координаты центра тяжести С всей сложной фигуры (точку пе-

ресечения центральных осей XC и YC) 

см
АА

АхАх

А

S
x

у
С 38,3

24,2230

24,2258,6301

21

2211 













  

см
АА

АуАу

А

S
y х
С 21,5

24,2230

24,2212,2305,7

21

2211 













  

Осевые моменты инерции относительно центральных осей СХ  и CY : 

2
2
21

2
121

АаАаIII XXХС
 ; 

2
2
21

2
121

АbАbIII YYYС
 , 

где 2121 ;;; bbаа  - расстояния от центров тяжести каждого сортамента до цен-

тральных осей СХ  и CY . 

Расстояния iа  от оси CY  и ib  от оси СХ : 

смууа С 29,221,55,711  ; 

смууа С 09,312,221,522  ; 

смххb С 38,2138,311  ; 

смххb С 2,338,358,622  . 

Моменты инерции фигур 1 и 2 относительно собственных центральных осей: 

для прямоугольника 

.10
12

215

12

,5,562
12

152

12

4
33

4
33

1

1

см
BH

Ι

см
HB

Ι

Y

Х

















 

для уголка 454,145
2

смΙ Х  , 445,444
2

смΙY  . 

Тогда 
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422 7,107724,2209,33029,254,1455,562 смI
СХ

 ; 

422 1,85224,222,33038,245,44410 смI
СY  . 

Определяем центробежный момент инерции относительно центральных осей 

СХ  и CY : 

2221112211
АbаАbаIII YXYXУХ сс

 . 

Прямоугольник имеет горизонтальную и вертикальную оси симметрии, яв-

ляющиеся собственными главными центральными осями фигуры. Следова-

тельно 0
11
YXI . 

Для уголка центробежный момент инерции 4147
22

смI YX  . 

Тогда 
44,53024,222,309,33038,229,21470 смI

CСYХ  . 

Определяем моменты сопротивления относительно центральных осей CX  и 

CY : 

maxy

I
W C

C

X
X  ; 

maxx

I
W C

C

Y

Y  ,  

где maxx , maxy  - максимальные расстояния от центральных осей до наиболее 

удаленных точек сечения. 

maxx = смxbB C 62,1238,3142  ; 

maxy = смуH C 79,921,515  . 

Тогда 

31,110
79,9

7,1077
смW

CX  ; 

35,67
62,12

1,852
смW

CY  . 

Определяем положение главных центральных осей U и V. Угол поворота 

осей найдем из выражения 

701,4
1,8527,1077

32,53022
2 









CC

CC

YХ

YХ

II

I
tq  . 

Откуда 

 



 39

2

701,4arctg
 . 
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Так как угол отрицательный, то поворот осей осуществляем по часовой 

стрелке. 

Определяем главные моменты инерции относительно главных центральных 

осей U и V: 

  22

min

max 4
2

1

2 CCCC

CC
YХYХ

YХ
III

II
I 


 ; 

 

  ;2,15074,53041,8527,1077
2

1

2

1,8527,1077

4
2

1

2

422

22
max

см

III
II

II
CCCC

CC
YХYХ

YХ
U











 

 

  .6,4224,53041,8527,1077
2

1

2

1,8527,1077

4
2

1

2

422

22
min

см

III
II

II
CCCC

CC
YХYХ

YХ
V











 

Измерением находим расстояния: смu 09,13max  , смv 18,6max  . 

Определяем моменты сопротивления относительно главных центральных 

осей U и V: 

3

max

88,243
18,6

2,1507
см

v

I
W U

U  ; 

 

3

max

28,32
09,13

6,422
см

u

I
W V

V  . 

Определяем радиусы инерции относительно главных центральных осей: 

см
A

I
i U
U 37,5

24,2230

2,1507






; 

 

см
A

I
i V
V 84,2

24,2230

6,422






. 

Проверка: 

VUYХ IIII
CC

  

1077,7+852,1=1507,2+422,6 

1929,8=1929,8 (см4) 
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3. Контрольные задания 
 

Вычертить на миллиметровой бумаге в масштабе заданное поперечное 

сечение бруса (табл. 3.1, рис 3.1), провести вспомогательные оси. Выписать 

из ГОСТов необходимые размеры и величины каждой фигуры сечения. Про-

ставить основные размеры на чертеже. Определить положение центра тяже-

сти всей фигуры во вспомогательной прямоугольной системе координат, 

применив для этого статические моменты плоских фигур. Провести на чер-

теже через найденный центр тяжести параллельно вспомогательным осям 

центральные оси всей фигуры. Найти осевые моменты инерции и центро-

бежный момент инерции всей фигуры относительно ее центральных осей. 

Определить моменты сопротивления фигуры относительно этих центральных 

осей. Найти положение главных центральных осей фигуры и провести их на 

чертеже. На чертеже показать угол поворота главных центральных осей по 

отношению к прежним осям и его направление. Определить главные момен-

ты инерции, моменты сопротивления и радиусы инерции относительно глав-

ных центральных осей. 

 

Исходные данные 

 

Таблица 3.1 - Варианты заданий 

В
ар

и
ан

т Прокатные профили 

Двутавры,  

номер 

Швеллеры,  

номер 

Уголки  

равнополочные,  

мм 

Уголки  

неравнополочные, 

мм 

1 12 12 80×80×6 100×63×6 

2 14 14 80×80×8 100×63×8 

3 16 14а 90×90×6 100×63×10 

4 18 16 90×90×8 110×70×8 

5 18а 16а 100×100×8 125×80×8 

6 20 18 100×100×10 125×80×10 

7 20а 18а 100×100×12 125×80×12 

8 22 20 100×100×14 140×90×8 

9 22а 22 110×110×8 140×90×10 

10 24 24 125×125×10 160×100×10 
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Рисунок 3.1 - Варианты поперечных сечений 
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Приложение 1 

 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  

ПРОСТЫХ ПЛОСКИХ ФИГУР 
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Приложение 2 

 

ШВЕЛЛЕРЫ СТАЛЬНЫЕ ГОРЯЧЕКАТАННЫЕ 

Сортамент 

(по ГОСТ 8240–97) 

 
 

Про

филь 

Размеры в мм Пло-

щадь 

 А, см2 

Масса 

1 м, 

 кг 

Ix, 

 см4 

Wx, 

см3 

ix,  

см 

Sx, 

 см3 

Iy, 

 см4 

Wy, 

см3 

iy, 

см 

x0, 
см h b s t R r 

5 50 32 4,4 7 6 2,5 6,16 4,84 22,8 9,1 1,92 5,59 5,61 2,75 0,95 1,16 

6,5 65 36 4,4 7,2 6 2,5 7,51 5,9 48,6 15 2,54 9 8,7 3,68 1,08 1,24 

8 80 40 4,5 7,4 6,5 2,5 8,98 7,05 89,4 22,4 3,16 13,3 12,8 4,75 1,19 1,31 

10 100 46 4,5 7,6 7 3 10,9 8,59 174 34,8 3,99 20,4 20,4 6,46 1,37 1,44 

12 120 52 4,8 7,8 7,5 3 13,3 10,4 304 50,6 4,78 29,6 31,2 8,52 1,53 1,54 

14 140 58 4,9 8,1 8 3 15,6 12,3 491 70,2 5,6 40,8 45,4 11 1,7 1,67 

14а 140 62 4,9 8,7 8 3 17 13,3 545 77,8 5,66 45,1 57,5 13,3 1,84 1,87 

16 160 64 5 8,4 8,5 3,5 18,1 14,2 747 93,4 6,42 54,1 63,3 13,8 1,87 1,8 

16а 160 68 5 9 8,5 3,5 19,5 15,3 823 103 6,49 59,4 78,8 16,4 2,01 2 

18 180 70 5,1 8,7 9 3,5 20,7 16,3 1090 121 7,24 69,8 86 17 2,04 1,94 

18а 180 74 5,1 9,3 9 3,5 22,2 17,4 1190 132 7,32 76,1 105 20 2,18 2,13 

20 200 76 5,2 9 9,5 4 23,4 18,4 1520 152 8,07 87,8 113 20,5 2,2 2,07 

20а 200 80 5,2 9,7 9,5 4 25,2 19,8 1670 167 8,15 95,9 139 24,2 2,35 2,28 

22 220 82 5,4 9,5 10 4 26,7 21 2110 192 8,89 110 151 25,1 2,37 2,21 

22а 220 87 5,4 10,2 10 4 28,8 22,6 2330 212 8,99 121 187 30 2,55 2,46 

24 240 90 5,6 10 10,5 4 30,6 24 2900 242 9,73 139 208 31,6 2,6 2,42 

24а 240 95 5,6 10,7 10,5 4 32,9 25,8 3180 265 9,84 151 254 37,2 2,78 2,67 

27 270 95 6 10,5 11 4,5 35,2 27,7 4160 308 10,9 178 262 37,3 2,73 2,47 

30 300 100 6,5 11 12 5 40,5 31,8 5810 387 12 224 327 43,6 2,84 2,52 

33 330 105 7 11,7 13 5 46,5 36,5 7980 484 13,1 281 410 51,8 2,97 2,59 

36 360 110 7,5 12,6 14 6 53,4 41,9 10820 601 14,2 350 513 61,7 3,1 2,68 

40 400 115 8 13,5 15 6 61,5 48,3 15220 761 15,7 444 642 73,4 3,23 2,75 
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Приложение 3 

 

ДВУТАВРЫ СТАЛЬНЫЕ ГОРЯЧЕКАТАНЫЕ  

Сортамент  

(по ГОСТ 8239-89) 

 
 

Но-

мер 

дву-

тавра 

Размеры Пло-

щадь 

сече-

ния, 

см2 

Мас-

са 1 

м, кг 

Справочные значения для осей 

 

h 

 

b 

 

s 

 

t 

 

R 

 

r 

x – x y – y 

    не более Ix, Wx, ix, Sx, Iy, Wy, iy, 

мм см4 см3 см см3 см4 см3 см 

10 100 55 4,5 7,2 7,0 2,5 12,0 9,46 198 39,7 4,06 23,0 17,9 6,49 1,22 

12 120 64 4,8 7,3 7,5 3,0 14,7 11,5 350 58,4 4,88 33,7 27,9 8,72 1,38 

14 140 73 4,9 7,5 8,0 3,0 17,4 13,7 572 81,7 5,73 46,8 41,9 11,5 1,55 

16 160 81 5,0 7,8 8,5 3,5 20,2 15,9 873 109 6,57 62,3 58,6 14,5 1,70 

18 180 90 5,1 8,1 9,0 3,5 23,4 18,4 1290 143 7,42 81,4 82,6 18,4 1,88 

18a 180 100 5,1 8,3 9,0 3,5 25,4 19,9 1430 159 7,51 89,8 114 22,8 2,12 

20 200 100 5,2 8,4 9,5 4,0 26,8 21,0 1840 184 8,28 104 115 23,1 2,07 

20a 200 110 5,2 8,6 9,5 4,0 28,9 22,7 2030 203 8,37 114 155 28,2 2,32 

22 220 110 5,4 8,7 10,0 4,0 30,6 24,0 2550 232 9,13 131 157 28,6 2,27 

22a 220 120 5,4 8,9 10,0 4,0 32,8 25,8 2790 254 9,22 143 206 34,3 2,5 

24 240 115 5,6 9,5 10,5 4,0 34,8 27,3 3460 289 9,97 163 198 34,5 2,37 

24a 240 125 5,6 9,8 10,5 4,0 37,5 29,4 3800 317 10,1 178 260 41,6 2,63 

27 270 125 6,0 9,8 11,0 4,5 40,2 31,5 5010 371 11,2 210 260 41,5 2,54 

27a 270 135 6,0 10,2 11,0 4,5 43,2 33,9 5500 407 11,3 229 337 50,0 2,80 

30 300 135 6,5 10,2 12,0 5,0 46,5 36,5 7080 472 12,3 268 337 49,9 2,69 

30a 300 145 6,5 10,7 12,0 5,0 49,9 39,2 7780 518 12,5 292 436 60,1 2,95 

33 330 140 7,0 11,2 13,0 5,0 53,8 42,2 9840 597 13,5 339 419 59,9 2,79 

36 360 145 7,5 12,3 14,0 6,0 61,9 48,6 13380 743 14,7 423 516 71,1 2,89 

40 400 155 8,3 13,0 15,0 6,0 72,6 57,0 19062 953 16,2 545 667 86,1 3,03 

45 450 160 9,0 14,2 16,0 7,0 84,7 66,5 27696 1231 18,1 708 808 101 3,09 

50 500 170 10,0 15,2 17,0 7,0 100,0 78,5 39727 1589 19,9 919 1043 123 3,23 

55 550 180 11,0 16,5 18,0 7,0 118,0 92,6 55962 2035 21,8 1181 1356 151 3,39 

60 600 190 12,0 17,8 20,0 8,0 138,0 108 76806 2560 23,6 1491 1725 182 3,54 
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Приложение 4 
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Приложение 5 
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