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1. ПОНЯТИЕ ОБ ИЗГИБЕ ПРЯМОГО БРУСА
Изгибом называется такой вид нагружения, при котором в поперечном сечении бруса возникает внутренний силовой фактор – изгибающий момент. Брус, работающий на изгиб принято называть балкой.

Рис.1. Консольный защемлённый брус

На рис.1 изображён брус, правый конец которого имеет защемление (жёстко закреплён), а левый – свободный (не закреплён). Брус нагружен внешними нагрузками: сосредоточенной силой F, распределённой нагрузкой q и сосредоточенным моментом M.
Плоскость, в которой расположены внешние нагрузки, называется силовой плоскостью.
Если все виды нагрузок, вызывающие изгиб, лежат в одной плоскости, то изгиб называется плоским.

Плоскости, проходящие через продольную ось z и одну из главных центральных осей поперечного сечения бруса x или  y, называются главными плоскостями бруса.
Если силовая плоскость совпадает с главной плоскостью бруса, то изгиб называется прямым (рис.1). В случае, если силовая плоскость не проходит через главную плоскость бруса, изгиб называется косым изгибом (рис. 2). [1], с. 208…209; [2], с. 239…240. 
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Рис. 2. Расчётная схема косого изгиба
2. ВНУТРЕННИЕ СИЛОВЫЕ ФАКТОРЫ ПРИ ИЗГИБЕ

Для определения внутренних силовых факторов, возникающих  при изгибе, воспользуемся методом сечений. Рассмотрим балку нагруженную на первом участке сосредоточенным моментом  M, на втором участке сосредоточенной силой  F  и на третьем участке распределённой нагрузкой  q  (рис. 3, а ).

На первом участке балки проведём сечение 1 – 1 на расстоянии  z1  от свободного конца и рассмотрим равновесие левой отсечённой части  (рис. 3, б). Из рисунка видно, что внешняя пара сил с моментом  M  стремится развернуть участок по часовой стрелке, а силы упругости, возникающие в сечении  1 - 1, противодействуют этому и удерживают участок в равновесии.
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Рис.3. Расчётная схема

Продольные силы упругости выше оси бруса направлены влево, а силы ниже оси направлены вправо. То есть из равновесия первого участка можно заключить, что  
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 и продольная сила  N  в сечении равна нулю.
Момент сил упругости относительно оси  Ox  можно получить, если просуммировать все элементарные моменты от элементарных сил упругости  dN  с плечами  y  в сечении 1 – 1 относительно оси  Ox:

                 Mx=
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Этот момент принято называть изгибающим моментом  Mx=Ми .
Из рис.3, б  видно, что волокна бруса, расположенные выше оси  z, испытывают сжатие, а волокна ниже оси растянуты. То есть можно утверждать, что между растянутыми и сжатыми слоями существует слой переходный: не растянутый и не сжатый, в нём нормальные напряжения
[image: image5.wmf]σ  равны нулю, этот слой называют нейтральным. Линия пересечения нейтрального слоя с плоскостью поперечного сечения бруса называют нейтральной осью. Нейтральный слой проходит через центр тяжести сечения и совпадает с осью  Ox.
Величину изгибающего момента в сечении 1 – 1 определим, составив уравнение равновесия:

[image: image6.wmf]å

M

x(1-1)= M – Mx1 = 0;
Mx1 = M.                                                                                                      ( 1)

На первом участке продольная сила  N  равна нулю, а величина изгибающего момента постоянна и не зависит от абсциссы  z1, что подтверждается уравнением ( 1 ), в котором  z1  отсутствует.
На этом участке в поперечном сечении бруса возникает только постоянный по величине изгибающий момент и такой изгиб называется чистым изгибом.

Рассмотрим равновесие бруса на участке от свободного конца до сечения 2 – 2 с абсциссой  z2  ( рис. 3, в ).
Для этого участка запишем уравнение проекций всех сил на ось  Oy:
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y= 0;       - F + Q2 = 0;

Q2 = F.                                                                                                      ( 2 )
В сечении 2- 2 действует поперечная сила  Q2, которая вызывает сдвиг, её величина на втором участке постоянна и не зависит от z2, что подтверждается уравнением (2). 
Запишем уравнение равновесия изгибающих моментов относительно сечения 2 -  2.
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где  z2 – расстояние от начала координат до сечения 2 – 2.

Величина изгибающего момента в сечениях второго участка зависит от расстояния этого сечения от начала второго участка (сечение 1 – 1). На этом участке изгибающий момент Mx2 линейно зависит от абсциссы  z2, что подтверждается уравнением (3), в котором  z2  в первой степени. 

Изгиб, при котором в поперечном сечении возникает изгибающий момент и поперечная сила, называется поперечным изгибом.
Изгибающий момент в произвольном сечении балки численно равен алгебраической сумме моментов всех внешних сил, приложенных к отсечённой части, относительно рассматриваемого сечения.  
Поперечная сила в произвольном сечении балки равна алгебраической сумме проекций всех внешних сил, действующих на отсечённой части на соответствующую ось.

Рассмотрим третий участок. Рассечём балку на этом участке сечением 3 – 3 на расстоянии  z3 от начала координат до сечения  3 – 3. 
На третьем участке  z3 изменяется в пределах: 
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Определим поперечную силу  Q3, составив уравнение проекций всех сил на ось Oy:
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При рассмотрении третьего участка, нагруженного распределённой нагрузкой, видно, что поперечная сила  Q3 линейно зависит от координаты сечения – z3. Это подтверждается уравнением (4), в котором  z3 в первой степени.
Из уравнения моментов для участка три в сечении 3 – 3:
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Из уравнения (5) видно, что изгибающий момент с распределённой нагрузкой изменяется по параболическому закону в зависимости от координаты сечения  z3. В этом уравнении  z3  во второй степени, это уравнение квадратичной параболы. [1], с. 209…212; [2], с. 240…242.
3. ПРАВИЛА ЗНАКОВ ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ ВНУТРЕННИХ
УСИЛИЙ В БАЛКАХ

Поперечная сила  Q  положительна, когда на левом торце правой части балки она направлена снизу вверх, а на правом торце левой части – сверху вниз.
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Рис.4. Положительные направления  усилий в поперечном сечении балки

Изгибающий момент  M  положителен, когда на левом торце правой части балки он направлен по часовой стрелке, а на правом торце левой части -  против часовой стрелки.
Продольная сила  N – положительна, когда она вызывает растяжение, и отрицательна, когда она вызывает сжатие.
На рис. 4. показаны положительные направления поперечной силы, продольной силы и изгибающего момента в поперечном сечении балки. Из рисунка видно, что при положительном изгибающем моменте верхние волокна балки испытывают сжатие (укорочение), а нижние – растяжение (удлинение); положительная поперечная сила вращает каждую часть балки относительно другого её конца по часовой стрелке.
При построении эпюр поперечных сил  Q  и продольных сил  N, изгибающих моментов  Mx  значения ординат откладывают вверх от оси эпюры, а отрицательные – вниз, на отдельных участках эпюр указывают знаки внутренних усилий. Про эпюры изгибающих моментов принято говорить, что их строят «на сжатом волокне». [1], с. 210…211; [2], с. 242…243.
4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ ПРИ ПРЯМОМ
ПОПЕРЕЧНОМ ИЗГИБЕ

При построении эпюр поперечных сил и изгибающих моментов следует обращать внимание на соблюдение дифференциальных зависимостей между изгибающим моментом  Mx, поперечной силой  Q и интенсивностью равномерно распределённой нагрузкой  q.
Поперечная сила равна производной от изгибающего момента по длине балки:
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Интенсивность равномерно распределённой нагрузки  q равна производной от поперечной силы по длине балки:
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Из сказанного следует, что при отсутствии распределённой нагрузки (q=0), поперечная сила постоянна (Q=const), а при отсутствии поперечной силы (Q=0)  величина изгибающего момента постоянна (Mx=const).  [1], с. 217…220; [2], с. 244.

5.ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮР ПОПЕРЕЧНЫХ СИЛ И 
ИЗГИБАЮЩИХ МОМЕНТОВ
Эпюры поперечных сил и изгибающих моментов строят, предварительно разделив балку по участкам нагружения и составляя уравнения равновесия по участкам для поперечных сил  Q и изгибающих моментов  Mx.
Границы участков нагружения – это сечения, в которых приложены внешние нагрузки.

Построение эпюр поперечных сил и изгибающих моментов рассмотрим на конкретных примерах.

ПРИМЕР 1.  Двухопорная двухконсольная балка нагружена сосредоточенным моментом  M=15 кНм, равномерно распределённой нагрузкой интенсивностью  q=8 кН/м  и сосредоточенной силой  F=20 кН. Длины участков нагружения указаны на расчётной схеме, см. рис. 5. Построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов.
РЕШЕНИЕ
Для двухопорной балки построение эпюр начинают с определения опорных реакций. Для определения опорных реакций составим два уравнения моментов относительно шарнирных опор.


[image: image22.wmf]1. Определение реакции в опоре А. Для этого составляем уравнение моментов относительно опоры  B.
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2. Определение реакции в опоре  B. Для этого составляем уравнение моментов относительно опоры  A.
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3. Проводим проверку правильности определения реакций в опорах. Для этого составляем уравнение проекций всех сил на ось  Oy:
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Рис. 5. Эпюры  Q  и  Mx для двухопорной двухконсольной балки
Реакции определены верно.

Далее последовательно по участкам нагружения рассматриваем внутренние силовые факторы в сечениях. Для каждого участка составляем уравнения внутренних силовых факторов и из условия равновесия отсечённой части определяем внутренние силовые факторы: поперечную силу  Q  и изгибающий момент  Mx.
4. Рассматриваем участок 1, см. рис. 5. Проводим сечение 1 – 1 с абсциссой  z1 и рассматриваем равновесие левой отсечённой части.
 Составляем уравнение проекций всех сил отсечённой части на ось  Oy. 

[image: image38.wmf]0

=

å

y

F

.

Абсцисса  z1 на участке 1 изменяется от 0 до  l1, от точки  О  до  точки  А. На этом участке сосредоточенные силы отсутствуют, поэтому
         Q1=0.  
Составляем уравнение моментов относительно оси  Ox для левой отсечённой части, рис. 5.
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Величина изгибающего момента  Mx1 постоянна на всём участке 1, она не зависит от  z1 (чистый изгиб).  Mx1 – положительный. Направление момента  Mx1 принято по правилу знаков при определении усилий в балках. 
5. Рассмотрим участок 2, см. рис. 5. Проводим сечение 2 – 2 с абсциссой z2  от точки  О  до сечения 2 – 2. Рассматриваем равновесие левой отсечённой части.
Составляем уравнение проекций всех сил отсечённой части на ось  Oy. Абсцисса  z2  на втором участке изменяется от точки  А до точки  В, то есть  
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На втором участке поперечная сила  Q2=2,25кН  при  
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м в соответствии с принятым правилом знаков. То есть эпюра поперечных сил  Q2  на втором участке будет изображаться прямой наклонной линией, пересекающей ось  Oz, так как Q2 в точке  А имеет положительное значение  Q2A=2,25кН, а в точке  В  Q2B= - 29,75кН – отрицательное. Значение абсциссы точки пересечения  z20  определим приравняв  Q2  к нулю:
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Составляем уравнение изгибающих моментов относительно оси  Ox для левой отсечённой части при этом 2м
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Из уравнения (6) видно, что эпюра изгибающих моментов будет очерчена по квадратичной параболе, обращённой выпуклостью вверх, так как в этом уравнении  z2 во второй степени.

Экстремальное значение изгибающего момента на втором участке  Mx2max  будет соответствовать абсциссе  z20=2,28м. При этом значение абсциссы на втором участке поперечная сила  Q20=0, а поперечная сила является производной изгибающего момента, то есть экстремальное значение изгибающего момента определено по правилу нахождения экстремума функции.

[image: image65.wmf]=

-

-

-

×

+

=

2

)

(

)

(

2

1

20

1

20

max

2

l

z

q

l

z

R

M

M

A

x



[image: image66.wmf]32

,

15

2

)

2

28

,

2

(

8

)

2

28

,

2

(

25

,

2

15

2

=

-

-

-

+

=

кНм.

Поскольку в начале и в конце второго участка значения изгибающего момента имеют разные знаки, то на этом участке есть точка, где изгибающий момент равен нулю.
Абсциссу этой точки  z20  для эпюры  Mx определим, приравняв к нулю уравнение изгибающего момента на втором участке (6)
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Подставив числовые значения в это уравнение и выполнив преобразования, получим квадратное алгебраическое уравнение, решив которое получим два корня  z201  и  z202:
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Значение  
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м  отпадает, так как участок 2 начинается с 2м, а абсцисса  
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м, равная значению первого корня, является абсциссой, в которой  Mx2=0.

Все полученные значения ординат поперечных сил  Q2 и изгибающих моментов  Mx2, а также абсцисс, характеризующих их значения, для второго участка отложены на эпюрах  Q  и  Mx, см. рис. 5.
6. Рассмотрим участок 3, см. рис. 5. Проводим сечение 3 – 3 с абсциссой  z3 от точки  О  до сечения 3 – 3. Рассматриваем равновесие левой отсечённой части.

      Составляем уравнение проекций всех сил отсечённой части на ось Oy. Абсцисса  z3 на третьем участке изменяется от точки  В до точки  С, то есть
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  или  6м 
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На третьем участке эпюра  Q3  не зависит от абсциссы  z3 и имеет постоянное значение 20кН. В точке  В на эпюре поперечных сил наблюдается скачок равный величине, действующей в этой точке реакции в опоре  RB=49,75кН.
           Составляем уравнение изгибающих моментов относительно оси  Ox для левой отсечённой части на участке 3 при этом  6м 
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При   z3=6м;   
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при   z3=8м;   
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Из уравнения (7) видно, что эпюра изгибающих моментов на участке 3 будет очерчена прямой наклонной линией, так как абсцисса  z3 в уравнении в первой степени. В начале участка 3  
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кНм. Это значение совпадает со значением  Mx2 в конце участка 2. В конце участка три и одновременно в конце балки  
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, так как в этой точке  С нет сосредоточенного момента, см. рис. 5.

ПРИМЕР 2. Консольная балка нагружена сосредоточенной силой F=30кН, сосредоточенным моментом  М=20кНм и распределённой нагрузкой интенсивностью q=6кН/м. Длины участков нагружения указаны на расчётной схеме, см. рис. 6. Построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов.
РЕШЕНИЕ

Для консольной балки при построении эпюр поперечных сил и изгибающих моментов нет необходимости определять реакции в опорах. Решение задачи начнём с составления уравнений поперечных сил и изгибающих моментов по участкам, двигаясь слева направо.

1. Рассматриваем участок 1, см. рис. 6. Проводим сечение 1 – 1 с абсциссой  z1 и рассматриваем равновесие левой отсечённой части.                   Составляем уравнение проекций всех сил левой отсечённой части на ось  Oy. На участке 1 балки от точки О  до точки А абсцисса z1 изменяется от нуля до l1=3м, то есть  
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Из уравнения (8) видно, что  Q1 не зависит от  z1, то есть на участке 1 поперечная сила будет изображаться прямой горизонтальной линией под осью Ox с ординатой  - 30кН, см.рис. 6.
Составляем уравнение изгибающих моментов относительно оси Ox для левой отсечённой части. При этом на участке 1 
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При  z1=0,   
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Из уравнения (9) видно, что эпюра изгибающих моментов на участке 1 будет очерчена прямой наклонной линией, так как абсцисса  z1 в уравнении (9) в первой степени.

Характерно, что в начале балки эпюра изгибающих моментов начинается с нуля, если в этой точке нет сосредоточенного момента. 
2. Рассматриваем участок 2, см. рис. 6. Проводим сечение 2 – 2 с абсциссой  z2 от точки О  до сечения 2 – 2. Рассматриваем равновесие левой отсечённой части. Составляем уравнение проекций всех сил отсечённой части на ось Оy. Абсцисса  z2 на участке 2 изменяется от точки А  до точки  В, то есть  
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Рис. 6. Эпюры  Q и Mx для консольной балки

         Из уравнения (10) видно, что  Q2 не зависит от  z2, то есть на участке 2  поперечная сила будет изображаться прямой горизонтальной линией под осью Ox с ординатой  - 30кН, см. рис. 6. В точке А на эпюре  Q скачок отсутствует, так как в этой точке нет сосредоточенной силы.
Составляем уравнение изгибающих моментов относительно оси Ox для левой отсечённой части. При этом на участке 2  
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При  
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Из уравнения (11) видно, что эпюра изгибающих моментов на участке 2 будет очерчена прямой наклонной линией, так как абсцисса z2 в уравнении (11) в первой степени, при этом в точке А зафиксирован скачок изгибающего момента на величину сосредоточенного момента М=20кНм, действующего в этой точке.

3. Рассматриваем участок 3, см. рис. 6. Проводим сечение 3 – 3 с абсциссой  z3 от точки О до сечения 3 – 3. Рассматриваем равновесие левой отсечённой части.
Составляем уравнение проекций всех сил отсечённой части на ось Oy. Абсцисса  z3 на участке 3 изменяется от точки В до точки С,  то есть  
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Из уравнения (12) видно, что Q3 на участке 3 линейно зависит от абсциссы  z3 в первой степени, то есть эпюра поперечных сил  Q3 на участке 3 будет изображаться прямой наклонной линией к оси Oz, причём в пределах участка 3 эта линия ось z пересекать не будет, так как крайние значения поперечной силы в точках В и С имеют одинаковый знак.
Составляем уравнение изгибающих моментов относительно оси Ox для левой отсечённой части. При этом на участке 3 
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Из уравнения (13) видно, что эпюра изгибающих моментов будет очерчена по квадратичной параболе, обращённой выпуклостью в верх, так как в этом уравнении абсцисса z3 во второй степени.
Все полученные значения ординат поперечных сил Q  и изгибающих моментов Mx  на всех участках отложены на эпюрах  Q и  Mx , см. рис. 6.  [1], с. 220…239; [2], с. 246…251, 255…260.

6. ОСНОВНЫЕ ПРАВИЛА ПОСТРОЕНИЯ ЭПЮР

Анализируя решение примеров 1 и 2 можно сформулировать основные правила построения эпюр поперечных сил и изгибающих моментов.

1. На свободном конце балки или шарнирно опёртом конце изгибающий момент равен нулю, за исключением случаев, когда в этом сечении приложен внешний сосредоточенный момент (см. рис. 5 точка С и рис. 6 точка О).
2. Для участка, где отсутствует распределённая нагрузка, поперечная сила постоянна, а изгибающий момент изменяется по линейному закону (см. рис. 5 участок 3 и рис. 6 участки 1 и 2).
3. В частном случае, если поперечная сила на участке равна нулю, то изгибающий момент имеет постоянную величину (чистый изгиб), а эпюрой изгибающего момента является прямая линия параллельная продольной оси (см. рис.5 участок 1).
4. В месте, где к балке приложена внешняя сосредоточенная сила или вертикальная опорная реакция, на эпюре Q возникает скачок равный величине приложенной силы или реакции, а на эпюре моментов – излом (см. рис. 5 точки  А, В и С рис. 6 точка О.
5. В сечении балки, где приложен сосредоточенный момент, на эпюре изгибающего момента Мx  возникает скачок, равный величине этого момента, поперечная сила при этом не изменяется (см. рис. 5 точка  О и рис. 6 точка А).
6. В сечении на конце балки поперечная сила равна приложенной в э том сечении сосредоточенной силе или реакции в опоре (см. рис. 5 точка С и рис. 6 точка С).
7. Для участка балки с распределённой нагрузкой поперечная сила Q  изменяется по линейному закону и эпюра ограничена наклонной прямой. Изгибающий момент при этом изменяется по квадратичной функции, а эпюра Mx ограничена параболой второго порядка. (см. рис. 5 участок 2 и рис. 6 участок 3).
8. На участке с распределённой нагрузкой, если эпюра поперечных сил Q пересекает ось абсцисс Oz (то есть эпюра Q переходит через ноль), то эпюра изгибающих моментов в этой точке имеет экстремум (см. рис. 5 участок 2, для сравнения на рис. 6 на участке 3 экстремум отсутствует).
9. Параболическая и прямолинейная части эпюры моментов в том месте, где кончается или начинается распределённая нагрузка, сопрягаются плавно, без излома, если в соответствующем сечении к балке не приложена сосредоточенная сила (см. рис. 6 точка В).

10. Из теории Журавского следует:

- если на участке 
[image: image137.wmf]0
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, то  Mx растёт ( см. рис. 5 участок 3);
- если на участке 
[image: image138.wmf]0

<
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, то  Mx   убывает (см. рис. 6 участки 1; 2 и 3);
- если на участке Q=0 , то изгибающий момент постоянный (чистый изгиб), см. рис. 5 участок 1;
- если на участке с распределённой нагрузкой в какой-то точке Q=0, то изгибающий момент в этой точке имеет экстремум (см. рис. 5 участок 2). [2], с. 249, 257...258. 
7. НОРМАЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ ПРИ ИЗГИБЕ
Рассмотрим деформацию прямого бруса, нагруженного внешней парой сил с моментом  m. После деформации изгиба продольная ось бруса искривляется и образует дугу окружности радиуса  ρ, см. рис. 7. Материал бруса сталь – подчиняется закону Гука. 
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Рис. 7. Деформация изгиба прямого бруса

Следует отметить, что слои, расположенные выше продольной оси растянуты, а ниже оси – сжаты, см. рис. 7. При переходе от верхних растянутых слоёв у нижним сжатым, очевидно, будет слой с нормальным напряжением σ равным нулю. Этот слой будем называть нейтральным слоем. Нейтральный слой не растянут и не сжат и проходит через центр тяжести сечения, а ρ – радиус кривизны нейтрального слоя.
На деформированном изогнутом участке бруса АВ, см. рис. 7, рассмотрим деформацию слоя, расположенного на расстоянии  y от нейтральной оси.

Длина этого слоя до деформации равна длине нейтральной оси:
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Абсолютное удлинение этого слоя в процессе изгиба определим как:
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Относительное удлинение:
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Относительное удлинение прямо пропорционально расстоянию слоя до нейтральной оси. С учётом закона Гука при растяжении:  
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, получим зависимость нормального напряжения при изгибе от расположения слоя в сечении:
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Рассмотрим изогнутый участок бруса АВ, см. рис. 7, и вырежем из него элементарный участок  dz, см. рис. 8.
[image: image145.png]



Рис. 8. Элементарный изогнутый участок бруса dz
Введём обозначения:

dN  - элементарная продольная сила в точке сечения продольного слоя, расположенного на расстоянии  y от нейтрального слоя;

dA  - площадь элементарной площадки в месте приложения силы  dN;
dm  - элементарный момент созданный силой  dN  с плечом  y  относительно нейтрального слоя.
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Суммарный изгибающий момент сил  упругости в сечении бруса:
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Выражение   
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 - является осевым моментом инерции сечения.

Тогда    
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Если в выражение (14) подставить отношение  E/ρ, выразив его из уравнения (15), то получим формулу для определения нормальных напряжений в любом слое поперечного сечения брус:
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На рис. 9 представлено распределение нормальных напряжений в поперечном сечении бруса при изгибе, из которого видно, что максимальное напряжение возникает на поверхности при y=ymax.
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Рис. 9. Эпюра распределения нормальных напряжений при изгибе

Тогда выражение (16) будет иметь вид:   
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в котором отношение  
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принято обозначать  Wx  и называть моментом сопротивления сечения при изгибе, или осевым моментом сопротивления:
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Размерность  Wx  в мм3. Осевой момент сопротивления характеризует влияние формы и размеров сечения на прочность при изгибе, то есть является геометрической характеристикой сечения при изгибе.
Напряжения на поверхности бруса при изгибе:  [1], с. 239…248; [2], с. 262…264. 

[image: image157.wmf]x

и

и

W

M

=

max

s

                                                                                                  (17)
8. РАСЧЁТЫ НА ПРОЧНОСТЬ ПРИ ИЗГИБЕ

Расчёт балок на прочность ведётся по наибольшим нормальным напряжениям. Действительные напряжения в поперечных сечениях балки определяются по уравнению (17), а условие прочности записывается как
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В этом выражении  
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  - допускаемое напряжение, зависящее в основном от материала балки и её назначения.

При расчётах на прочность элементов конструкций, работающих на изгиб, возникает три вида задач, вытекающих из условия прочности (18):
- проверочный расчёт – проверка напряжений;

- проектный расчёт – подбор сечения;

- определение несущей способности балки – определение допускаемой нагрузки.

Проверочный расчёт проводится после разработки конструкции балки и заключается в определении действительных напряжений изгиба в опасном сечении и сравнении их с допускаемым напряжением. Выполняется по уравнению (18).
В проектном расчёте для подбора сечения балки определяют требуемый момент сопротивления или подбирают материал:
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В зависимости от выбранной или заданной формы поперечного сечения балки (круглая, прямоугольная, двутавровая и т. д.) размеры сечения подбираются так, чтобы его момент сопротивления был равен расчётному или несколько превышал его.
Так при проектировании балки круглого сечения (вала), учитывая, что
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  с учётом уравнения (19) диаметр вала определим по формуле
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При проектировании балки прямоугольного сечения c соотношением сторон прямоугольника  h/b=f, момент сопротивления его сечения равен
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а высота прямоугольника определиться выражением:
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Подбор сечений для стальных балок прокатного профиля (двутавра, швеллера, уголка) проводится с помощью таблиц сортамента, в которых указаны моменты сопротивлений их сечений.

При проектном расчёте следует обращать внимание на  оптимальный подбор поперечного сечения конструкции с точки зрения расхода материала. Оптимальным сечением является сечение, для которого отношение его момента сопротивления к его площади W/A имеет возможно большее значение. Выполняя эту задачу, при проектировании сложного сечения, состоящего из нескольких элементов площадей, следует возможно большую часть площади поперечного сечения располагать как можно дальше от нейтральной оси, см. рис. 10, вариант б) предпочтительнее варианта а).
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Рис. 10. Варианты сечений: а) с меньшим моментом инерции,

б) с большим моментом инерции

В некоторых случаях при проектировании требуется определение несущей способности балки, определение допускаемой на балку нагрузки.
 Это достигается выражением:
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Рассмотрим примеры расчёта на прочность при изгибе.

ПРИМЕР 3. По числовым данным Примера 1, используя расчётную схему балки и результаты построения эпюр изгибающих моментов, подобрать размеры сечения балки по наибольшему изгибающему моменту, действующему в сечении точки В, в виде круга и двутавра. Провести сравнение полученных площадей сечений, а также для обоих вариантов вычислить и сравнить соотношение Wx и площади А. Материал балки – сталь, Допускаемое напряжение материала при изгибе  
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РЕШЕНИЕ

Размеры балки будем подбирать в опасном сечении по условию прочности. Опасное сечение подбираем по эпюре изгибающих моментов, см. рис. 5. Наибольший изгибающий момент в сечении, которое проходит через точку В  
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Для подбора сечения двутавра воспользуемся уравнением (19).
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По значению  Wx=235,3 по таблице ГОСТ 8239 – 89, см. Приложение 2, выбираем двутавр № 24:

Момент сопротивления Wx =289см3;

Площадь сечения  А =34,8см2
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Соотношение площадей:
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То есть балка круглого сечения в 4,1 раза тяжелее, чем балка двутаврового сечения.

Показатель Wx/A для двутавра  8,3см превышает этот же показатель для круга 1.67см в 5 раз.

ПРИМЕР 4. По числовым данным Примера 2, см. рис. 6, используя расчётную схему балки и результаты построения эпюр изгибающих моментов, подобрать размеры сечения балки в виде квадрата и двух соединённых вертикальными полками швеллеров. Провести сравнение полученных площадей, а также для обоих вариантов вычислить и сравнить соотношение  Wx  и площади А. Материал балки     - сталь, допускаемое напряжение материала при изгибе   
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РЕШЕНИЕ

Размеры балки будем подбирать в опасном сечении по условию прочности. Опасное сечение определяем по эпюре изгибающих моментов, см. рис. 6. Наибольший изгибающий момент в сечении, которое проходит через точку С, в месте заделки, 
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Для определения стороны квадрата воспользуемся формулой (21) для стороны прямоугольника, в которой  b=h, а соотношение сторон f=h/b=1, тогда
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Для подбора сечения, состоящего из двух швеллеров,  воспользуемся уравнением (19) 
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Момент сопротивления, приходящийся на один швеллер, вдвое меньше, то есть 750см3. По этому значению по таблице ГОСТ 8240 – 89,см. Приложение № 1, выбираем два швеллера № 40: с моментом сопротивления 761 см3, площадью сечения 61,5 см2.
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Соотношение площадей:
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9. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Какую плоскость называют силовой?

2. Какой изгиб называется прямым?
3. Какой изгиб называется косым?

4. Что называется чистым и поперечным изгибом?

5.Какие внутренние усилия возникают в поперечных сечениях бруса в общем случае действия на него плоской системы сил?
6. Какие силовые факторы возникают в сечении балки при чистом изгибе?

7. Какие силовые факторы возникают в сечении балки при поперечном изгибе?

8. Какие правила знаков приняты для каждого из внутренних усилий?

9. Как вычисляется изгибающий момент в поперечном сечении бруса?
10. Как вычисляется поперечная и продольная сила в поперечном сечении бруса?

11. Какие типы опор применяются для закрепления балок к основанию?

12. При каком числе связей балка становится статически неопределимой?

13. Какие уравнения используются для определения значений опорных реакций?

14. Чему равна горизонтальная опорная реакция горизонтальной балки при вертикальной нагрузке?
15. Как проверить правильность определения опорных реакций?

16. Какая дифференциальная зависимость существует между поперечной силой и интенсивностью распределённой нагрузки, перпендикулярной оси бруса?

17. Какая дифференциальная зависимость существует между изгибающим моментом и поперечной силой, перпендикулярной оси бруса?

18. Чему равна поперечная сила в сечениях бруса, в которых изгибающий момент достигает экстремальных значений?

19. По каким законам изменяются поперечная сила и изгибающий момент по длине оси бруса при отсутствии распределённой нагрузки?

20. Какой вид имеет эпюра изгибающих моментов на участке балки, во всех сечениях которого поперечная сила равна нулю?

21. Как изменяется поперечная сила в сечении, в котором к балке приложена сосредоточенная внешняя сила, перпендикулярная оси балки?

22. Как изменяется изгибающий момент в сечении, в котором к балке приложен сосредоточенный внешний момент?
23. Что представляют собой эпюры поперечных сил и изгибающих моментов? Что представляет собой каждая ордината этих эпюр?

24. В каком порядке строятся эпюры Q  и M?

25. Почему при построении эпюр Q  и M для балки, заделанной одним концом, можно не определять опорные реакции?

26. В какую сторону обращена выпуклость эпюры M при распределённой нагрузке, направленной вниз?
27. Какой вид имеют эпюры  M для балки, заделанной одним концом:

а) от сосредоточенной силы, перпендикулярной оси балки, приложенной на её свободном конце;

б) от сосредоточенного момента, приложенного на свободном конце балки;

в) от равномерно распределённой нагрузки, перпендикулярной оси балки, действующей по всей её длине?

28. Как определяется экстремальное значение изгибающего момента?

29. Если эпюра поперечной силы ограничена наклонной прямой, как выглядит эпюра изгибающего момента?

30. По какой формуле определяются нормальные напряжения в поперечном сечении балки при чистом изгибе и как они изменяются по высоте балки?

31.Что называется моментом сопротивления при изгибе и какова его размерность?
10. ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНЫХ И КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ

ЗАДАНИЕ 1. Двухопорная двухконсольная балка нагружена сосредоточенным моментом М, распределённой нагрузкой интенсивностью q и сосредоточенными силами F1 и F2; длины участков нагружения – а, см. расчётную схему рис. 11. Числовые данные приведены в таблице 1. Построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов.
По опасному сечению эпюры изгибающих моментов и условию прочности подобрать размеры сечения балки в виде круга и двутавра. Материал балки сталь, допускаемое напряжение  
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Провести сравнение полученных площадей сечений, а также для обоих вариантов вычислить и сравнить соотношение Wx  и площади  А.
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Рис. 11. Расчётные схемы двухконсольных двухопорных балок

Таблица 1
	Номер

варианта
	M
кНм
	q
кН/м
	F1
кН
	F2
кН
	а
м

	1
	3
	5
	10
	14
	0,8

	2
	4
	3
	18
	12
	0,5

	3
	5
	8
	14
	18
	0,4

	4
	6
	6
	18
	12
	0,8

	5
	7
	5
	16
	10
	0,4

	6
	4
	7
	14
	20
	0,5

	7
	7
	4
	16
	18
	0,6

	8
	5
	8
	10
	12
	0,2

	9
	3
	4
	20
	14
	0,5

	10
	8
	5
	14
	18
	0,2

	11
	6
	10
	16
	10
	0,6

	12
	3
	4
	18
	14
	0,4

	13
	5
	6
	20
	12
	0,8

	14
	6
	7
	14
	18
	0,3

	15
	4
	4
	10
	16
	0,5

	16
	5
	8
	16
	14
	0,7


ЗАДАНИЕ 2.  Консольная балка нагружена сосредоточенным моментом М, распределённой нагрузкой интенсивностью q  и сосредоточенными силами  F1  и   F2; длины участков нагружения – а, см. расчётную схему нагружения рис. 12. Числовые данные приведены в таблице 2. 
Построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов.

По опасному сечению эпюры изгибающих моментов и условию прочности подобрать размеры сечения балки в виде квадрата и швеллера. Материал балки – сталь, допускаемое напряжение изгиба  
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Провести сравнение полученных площадей сечений, а также для обоих вариантов вычислить и сравнить соотношение  Wx  и площади  А.

Таблица 2
	Номер

варианта
	M
кНм
	q
кН/м
	F1
кН
	F2
кН
	а
м

	1
	4
	6
	20
	12
	0,4

	2
	7
	3
	14
	16
	0,8

	3
	12
	9
	16
	10
	0,5

	4
	5
	6
	12
	18
	0,7

	5
	10
	4
	14
	20
	0,4

	6
	6
	10
	18
	14
	0,8

	7
	9
	7
	10
	18
	0,2

	8
	8
	5
	16
	12
	0,7

	9
	14
	3
	10
	18
	0,6

	10
	9
	10
	18
	14
	0,5

	11
	8
	6
	14
	18
	0,3

	12
	11
	8
	20
	10
	0,8

	13
	7
	4
	12
	18
	0,4

	14
	4
	10
	20
	12
	0,3

	15
	10
	5
	16
	14
	0,8

	16
	8
	8
	12
	20
	0,6
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Рис. 12. Расчётные схемы консольных балок
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