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Предисловие 

1. Контрольную работу следует выполнять в тетради, отдельной для каждой работы, чернилами любого цвета, кроме красного, оставляя поля для замечаний рецензента.

2. В заголовке работы должны быть ясно написаны фамилия и инициалы студента, учебный номер (шифр), номер контрольной работы. Заголовок работы надо поместить на обложке тетради, здесь же следует указать дату отсылки работы в университет и адрес студента. В конце работы следует указать список использованной литературы, проставить дату её выполнения и расписаться.

3. В работу должны быть включены задачи строго по положенному варианту. Контрольные работы, содержащие задачи не своего варианта, не зачитываются.

4. Решения задач надо располагать в порядке номеров, указанных в заданиях, сохраняя номера задач.

5. Перед решением каждой задачи надо выписать полностью её условие. В том случае, когда несколько задач имеют общую формулировку, следует, переписывая условия задачи, заменить общие данные конкретными из соответствующего номера.

6. Решения задач следует излагать подробно и аккуратно,  объясняя все действия и делая необходимые чертежи. 

7. После получения прорецензированной контрольной работы, как не зачтённой, так и зачтённой, студент должен исправить все отмеченные рецензентом ошибки и недочёты.

При высылаемых исправлениях должна быть обязательно прорецензированная работа и рецензия на неё. Вносить исправления в сам текст работы после её рецензирования запрещается
Тема 1. Элементы линейной алгебры

1.1. Определения. Матрицей размерности 
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 называется прямоугольная таблица чисел, содержащая m строк и n столбцов:
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Количество строк и столбцов матрицы называют ее размерностью. Например, матрица А размерности 3(4 имеет 3 строки и 4 столбца.

При m = 1 матрица называется матрицей-строкой. При n = 1 ( матрицей-столбцом. 

Транспонированием матрицы называется операция, при которой строки матрицы становятся столбцами, а столбцы – строками.

При m = n матрица называется квадратной матрицей n-го порядка.

У квадратной матрицы различают две диагонали: главная диагональ квадратной матрицы n-го порядка содержит элементы а11, а22, …, аnn. Вторая диагональ называется побочной.

Квадратная матрица, элементы которой, кроме элементов главной диагонали, равны нулю, называется диагональной.

Диагональная матрица, у которой элементы главной диагонали равны между собой, называется скалярной.

Скалярная матрица, элементы главной диагонали которой равны единице, называется единичной и обозначается Е. Так, единичная матрица   3-го порядка имеет вид 
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1.2. Определитель квадратной матрицы. Определителем квадратной матрицы второго порядка 
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называется число, определяемое выражением 
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 и обозначается detA =
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Определителем квадратной матрицы третьего порядка 
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  называется число, которое определяется выражением
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и обозначается detA = 
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Минором k-го порядка произвольной матрицы размерности m(n называется любой определитель k-го порядка, составленный из элементов k строк и k столбцов данной матрицы. 

Дополнительным минором Mij  элемента aij  определителя n-го порядка называется определитель (n –1)-го порядка, полученный в результате вычеркивания i-й строки и j-го столбца данного определителя. Например, минором М21 элемента а21 определителя 3-го порядка является определитель
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Алгебраическим дополнением Aij элемента aij  определителя n-го порядка называется дополнительный минор этого элемента, взятый со знаком ((1)i+j:
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1.3. Теорема разложения. Определитель равен сумме произведений элементов строки или столбца на их алгебраические дополнения.

Например, определитель 3-го порядка равен

detA = 
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Теорема разложения позволяет вычислять определители любых порядков.

1.4. Линейные операции над матрицами. Суммой матриц A и B одинаковой размерности m(n называется матрица той же размерности, элементы которой равны суммам элементов матриц A и B, расположенных на соответствующих местах: 
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Чтобы умножить матрицу на число, надо каждый элемент матрицы умножить на это число.
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Рангом матрицы r(A) называется наивысший порядок отличного от нуля минора этой матрицы.

Операции транспонирования, изменение мест строк и столбцов, сложение матриц и умножение на число (отличное от нуля) называются элементарными преобразованиями матриц. 

Две матрицы называются эквивалентными, если одна из них может быть получена из другой с помощью элементарных преобразований. Поскольку эти операции не изменяют величины миноров, ранги эквивалентных матриц равны.

1.5. Произведение матриц. Произведением матрицы А размерности 
[image: image16.wmf]mn

´

 на матрицу В размерности 
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´

 называется матрица С размерности 
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, элементы которой определяются равенством 
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Как видно, матрицу A можно умножить на матрицу B только в том случае, когда число столбцов матрицы A равно числу строк матрицы B.  В результате умножения получится матрица C, у которой столько же строк, сколько их в матрице A, и столько же столбцов, сколько их в матрице B.

Произведение матриц не обладает коммутативным свойством, поэтому следует указывать каким образом, слева или справа, матрица А умножается на матрицу В.

Определитель произведения квадратных матриц равен произведению их определителей: 
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1.6. Обратная матрица. Квадратная матрица 
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 порядка n называется обратной квадратной матрице
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Квадратная матрица 
[image: image24.wmf]A

 имеет обратную тогда и только тогда, когда ее определитель не равен нулю. 

Матрица, обратная квадратной матрице n-го порядка, вычисляется по формуле
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где С – матрица, составленная из  алгебраических дополнений
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 матрицы 
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 путём последующего транспонирования:
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Чтобы вычислить обратную матрицу 
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 необходимо:

1) вычислить определитель матрицы 
[image: image32.wmf]А

, и если 
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 существует; 

2) вычислить алгебраические дополнения 
[image: image35.wmf](1)
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 элементов матрицы А;

3) составить союзную матрицу С;

4) умножить матрицу С (т.е. каждый её элемент) на величину, обратную определителю матрицы А.
1.7. Системы линейных алгебраических уравнений. Система m линейных уравнений c n неизвестными имеет вид
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                               (1.3)

Матрица, составленная из коэффициентов aij при неизвестных, называется матрицей системы. Матрица, составленная из коэффициентов при неизвестных и свободных членов, называется расширенной матрицей и обозначается 
[image: image37.wmf].
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1.8. Теорема Кронекера-Капелли. Для того чтобы система линейных алгебраических уравнений была совместной необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы системы был равен рангу расширенной матрицы,

                                           
[image: image38.wmf]).
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1.9. Метод Крамера. Система линейных уравнений, в которой число уравнений равно числу неизвестных и определитель матрицы системы не равен нулю, имеет единственное решение, которое определяется по формулам Крамера:
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где 
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– определитель матрицы системы, 
[image: image41.wmf]k

D

 – определитель, получаемый из определителя 
[image: image42.wmf]D

 заменой k-го столбца столбцом свободных членов.

Возможны 3 случая:

1) если det A = ( ( 0, то система имеет единственное решение;

2)  если ( = 0 и det (i = 0, i =1,2,3, то система имеет бесчисленное множество решений; 

3)  если ( = 0, но хотя бы один из (i ( 0, то система несовместна, т.е. не имеет решения.

1.10. Матричный метод. Система линейных уравнений с квадратной матрицей может быть решена матричным способом по формуле 
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 где  Х – матрица-столбец из неизвестных системы, 
[image: image44.wmf]1
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 ( матрица, обратная матрице системы, В – матрица-столбец свободных членов.

1.11. Метод Гаусса (метод последовательного исключения неизвестных) может быть использован для решения систем с произвольной матрицей. Состоит в том, что расширенная матрица системы путем элементарных преобразований преобразуется так, чтобы все элементы, кроме главной диагонали и столбца свободных членов, оказались равными нулю.

Если в системе линейных уравнений столбец свободных членов состоит из нулей, то система является однородной. Такая система всегда совместна. Для того чтобы однородная система линейных уравнений имела ненулевое решение необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы системы был меньше числа неизвестных. Эти решения можно получить методом Гаусса.

Примеры решения задач

Задача 1.1.  Найдите Х, решив матричное уравнение
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Решение. Пусть 
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, 
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, тогда получим уравнение 
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 нужно умножить обе части уравнения слева на 
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Придерживаясь схемы, указанной в п. 5, найдем 
[image: image53.wmf]1

-

А

:

1) 
[image: image54.wmf]0

6

4

4

5

2

5

4

4

2

det

¹

-

=

×

-

×

=

=

A

;  делаем вывод о том, что обратная матрица существует;

2) вычисляем алгебраические дополнения:
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3) составляем союзную матрицу 
[image: image56.wmf]÷
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4) находим обратную матрицу
[image: image57.wmf].
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 Итак, 
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Замечание. Для удобства выполнения операций не следует сразу умножать матрицу на полученный коэффициент. Это можно сделать на последнем этапе решения.

Умножим теперь полученную матрицу справа на 
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, получим
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Найдем 
[image: image61.wmf]1
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Задача 1.2.  Решите систему линейных уравнений тремя способами:

а) методом Крамера; б) матричным способом; в) методом Гаусса.
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Решение. а) Вычислим определитель системы:
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Так как 
[image: image72.wmf],
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система имеет единственное решение

Найдем (1, заменяя первый столбец в определителе ( столбцом свободных членов:
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Аналогично находим (2 и (3:
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Таким образом, согласно (1.4) 
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б) Составим матрицу системы А, матрицу-столбец Х из неизвестных и матрицу-столбец В из свободных членов системы: 
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Теперь данная система может быть записана в матричной форме:

                                         А(Х = В.

Решением этого матричного уравнения является матрица Х = А(1(В.

Найдем обратную матицу А(1 по формуле (1.1). Так как определитель системы отличен от нуля (detA = ( = (5 ( 0), то матрица А имеет обратную, а система имеет единственное решение.

Вычислим алгебраические дополнения элементов матрицы А.
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Составляем союзную матрицу  
[image: image81.wmf]÷
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 и вычисляем искомую матрицу Х:
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Отсюда видно, что х1 = 1,  х2 = 1,  х3 = 1.

в) Чтобы решить систему методом Гаусса составим расширенную матрицу системы и приведем ее к диагональному виду.

                                     
[image: image83.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

2

2

1

1

1

2

2

1

4

1

3

2

А

.

Для удобства преобразований желательно, чтобы «ведущий» элемент матрицы а11 был равен 1. Поменяем  местами первую и вторую строки.
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Умножим первую строку на (2 и прибавим ко второй строке, а из третьей строки вычтем первую. Получим
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Переставим вторую и третью строки.
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 ( (умножим 2-ю строку на (7 и прибавим к 3-й) (
      (
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Проделанная операция называется прямым ходом схемы Гаусса. Обратный ход предполагает получение нулей выше главной диагонали.

Умножим вторую строку на 2, третью – на (2 и прибавим к первой строке. Получим 
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, откуда следует, что х1 = 1,  х2 = 1,  х3 = 1.

Задача 1.3.  Решите систему линейных уравнений.
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Решение.  Составим расширенную матрицу и приведем ее к диагональному виду элементарными преобразованиями:
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Умножим 1-ю строку последовательно на 2, на 1 и на (2 и прибавим полученные произведения к 2-й, 3-й и 4-й строкам.
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Очевидно, что две последние строки матрицы можно отбросить, так как они совпадают со 2-й строкой. Тогда ранг матрицы
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равен 2 и равен рангу матрицы системы. Значит, во-первых, данная система уравнений совместна, а во-вторых, поскольку ранг матрицы меньше числа неизвестных, система имеет бесчисленное множество решений.

Так как 
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Итак, решение системы таково:
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Если обозначить 
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 то решение запишется так:
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Рассмотрим матрицы: 
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Решение системы теперь можно записать в матричной форме, которая называется фундаментальной системой решений:
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Тема 2. Векторная алгебра и аналитическая геометрия

Векторная алгебра

2.1. Основные понятия и формулы векторной алгебры.  При решении контрольных заданий этого раздела используются следующие понятия и формулы.
Модуль вектора  
[image: image102.wmf].
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Сумма векторов  
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Произведение вектора на число  
[image: image104.wmf]{
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Скалярное произведение векторов  ab = |a| |b| cos(. Формула  для вычисления: 

                                  ab = x1( x2 +  y1( y2 + z1( z2.                                  (2.1)

Скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля: 
[image: image105.wmf].
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Векторное произведение векторов вычисляется по формуле
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                                            (2.2)  

Смешанное произведение векторов вычисляется по формуле
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Признаком ортогональности двух векторов является равенство нулю их скалярного произведения: ab = x1( x2 +  y1( y2 + z1( z2 = 0.

Признаком коллинеарности двух векторов является равенство нулю их векторного произведения: 
[image: image108.wmf].
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Признаком компланарности трех векторов является равенство нулю их смешанного произведения:  
[image: image109.wmf].
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Угол между векторами:  
[image: image110.wmf].

|

|

|

|

cos

b

a

b

a

×

=

j

                                         (2.4)

Проекция одного вектора на другой:  
[image: image111.wmf].
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Площадь параллелограмм, построенного на векторах а и  b,  численно равна модулю векторного произведения этих векторов: 
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Объем параллелепипеда, построенного на векторах a, b и c, численно равен абсолютной величине смешанного произведения этих векторов:  
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Аналитическая  геометрия  на  плоскости
2.2.  Простейшие задачи аналитической геометрии.

Расстояние  
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  между  точками 
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Деление  отрезка в данном  отношении. Если  даны две точки  
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В частности,  при делении пополам,   т. е.  в  отношении  
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2.3. Геометрическое  место точек  (г.м.т), схема составления его уравнения. Уравнением  линии на плоскости называется уравнение вида 
[image: image127.wmf],
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  которому удовлетворяют  координаты любой точки этой линии и только они.

Переменные  
[image: image128.wmf]x

  и  
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 в этом уравнении называются текущими координатами, а буквенные постоянные – параметрами.

Чтобы  составить  уравнение геометрического места точек, нужно:

1) в системе координат хОу изобразить все данные задачи и фрагмент (часть) искомой кривой;

2) на этой кривой взять произвольную  (текущую)  точку  
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3) записать в виде равенства свойство г.м.т.;

4) полученное равенство записать в координатной форме и привести уравнение к каноническому виду.

2.4.  Уравнение  прямой на плоскости.

1. Общее  уравнение  прямой:  
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 ( это координаты нормального вектора прямой.  
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2. Уравнение  прямой, проходящей через данную точку 
[image: image135.wmf](
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3. Уравнение  прямой с угловым  коэффициентом:
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[image: image140.wmf]b

( отрезок, отсекаемый прямой от оси  Oу (  «начальная  ордината».

4. Уравнение  прямой,  проходящей  через  две  данные  точки  
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4. Каноническое  уравнение  прямой (прямая задана точкой 
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5. Уравнение  пучка  прямых (совокупность прямых, проходящих  через  данную  точку  
[image: image147.wmf])
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6. Уравнение  прямой  «в  отрезках» (а  и  b ( отрезки,  отсекаемые  прямой  на  осях  координат):
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2.5. Угол между прямыми. Угол 
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, отсчитанный  против часовой  стрелки от прямой 
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Если прямые заданы общими или каноническими уравнениями, угол между ними вычисляется как угол между нормальными или направляющими векторами (2.4):  
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Условия  параллельности  прямых: 
[image: image156.wmf]2

1

k

k

=

.

Условия перпендикулярности прямых: 
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2.6. Расстояние  d  от  точки  
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Уравнение биссектрис  углов  между  прямыми  
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Аналитическая  геометрия  в  пространстве
2.7.  Уравнение  плоскости в пространстве.
1.  Общее уравнение  плоскости:  
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Коэффициенты  А, B, C являются координатами нормального вектора  плоскости,  т.е. 
[image: image165.wmf]{
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2.   Уравнение плоскости «в отрезках»:  
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3. Уравнение плоскости, проходящей через данную точку 
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4.  Уравнение плоскости, проходящей через три данные точки  
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2.8. Угол между плоскостями находится как угол между их нормальными векторами (2.4):  
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Условия параллельности плоскостей: 
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Условие перпендикулярности плоскостей:
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2.9.  Расстояние от точки до плоскости:
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2.10.  Уравнения  прямой в пространстве.

1.   Общие  уравнения: 
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Всякие две не параллельные  между собой  плоскости, пересекаясь, определяют прямую в пространстве.

2. Уравнения прямой,  проходящей через две данные точки:
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3.   Канонические уравнения прямой (прямая задана точкой 
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4.  Параметрические  уравнения прямой:
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где t – некоторый параметр,  
[image: image185.wmf].
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2.11.  Угол  между прямыми в пространстве определяется как угол между их направляющими векторами (2.4):  
[image: image186.wmf].
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Условие  параллельности прямых: 
[image: image187.wmf].
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Условие перпендикулярности прямых: 
[image: image188.wmf].
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2.12.  Угол между прямой  и плоскостью. Углом между прямой и плоскостью называется между этой  прямой  и ее проекцией  на плоскость: 
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Условие параллельности прямой и плоскости: 
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Условие перпендикулярности прямой и плоскости:
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2.13.  Точка пересечения прямой и плоскости.

Написав параметрические уравнения прямой 
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  их выражения  через  
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.  Найдем  
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Примеры решения задач
Задача 2.1. Даны вершины  треугольника АВС: 
[image: image200.wmf](
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[image: image202.wmf]).
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  Требуется найти: 1) уравнение стороны АВ; 2) внутренний угол В  треугольника; 3) уравнение медианы ВМ; 4) уравнение и длину высоты  СD.

Решение.


[image: image203.png]



1) Найдем  уравнение  стороны АВ (рис. 2.1),  воспользовавшись  уравнением прямой,  проходящей  через  две  точки (2.8): 
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 ( уравнение стороны 
[image: image210.wmf]AB

 в общем виде.

2) Найдем  внутренний  угол  
[image: image211.wmf],
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  используя  формулу (2.12): 
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Второй угловой коэффициент получим из уравнения стороны АВ: 
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 Значит, 
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3) Найдем  уравнение  медианы  
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– середина  отрезка 
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[image: image224.wmf](
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Составляем  уравнение  медианы  
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по  координатам  двух  точек
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4) Найдем уравнение высоты 
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 используя условие  перпендикулярности  двух  прямых:  
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Угловой коэффициент прямой 
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известен:
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По  точке  
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  составим  уравнение  высоты  
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Задача 2.2. Даны вершины тетраэдра 
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Решение. 1) Найдем уравнение ребра 
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канонические  уравнения  прямой  
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2) Найдём  угол  
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3) Уравнение  грани 
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4)  Угол между ребром  
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– координаты нормального вектора плоскости
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– координаты направляющего вектора прямой 
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5) Найдём  уравнение высоты
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Запишем канонические уравнения  прямой 
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Длину  высоты 
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5) Площадь грани 
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Объем  тетраэдра  численно равен одной шестой абсолютной величины смешанного произведения векторов 
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Задача 2.3.  Составить уравнение геометрического места точек, равноудаленных от точки  
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Решение. Согласно схеме составления уравнения г.м.т. изобразим в системе координат хОу данную точку А(4; 3) и данную прямую у = 1 (рис. 2.3). Пусть 
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– произвольная (текущая) точка искомой кривой.  Опустим из точки 
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 перпендикуляр  MN на данную прямую.  По условию  задачи  МА = MN, при этом длины этих отрезков равны соответственно
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Следовательно,  для любой точки  
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, принадлежащей искомому геометрическому месту точек, справедливо равенство: 
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Полученное уравнение является уравнением параболы с вершиной  в точке  
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Тема 3.  Введение в математический анализ
Предел последовательности и функции

3.1. Предел числовой последовательности. Число а  называется пределом числовой последовательности  (хn(, если для любого (сколь угодно малого) положительного ( существует положительное число N (() такое, что для всех n > N  выполняется неравенство 
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Обозначается 
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lim

a

x

n

n

=

¥

®


3.2.  Предел функции на бесконечности.  Число A называется пределом функции 
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3.3.  Предел функции в точке. Число А называется пределом функции 
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 найдется положительное число 
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3.4.  Односторонние пределы функции. Число 
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 называется пределом функции 
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Обозначаются: предел слева 
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Предел справа 
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Пределы функции слева и справа называются односторонними пределами.      

3.5.  Бесконечно малые и бесконечно большие величины. Функция 
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если предел функции в этой точке (или на бесконечности) равен нулю, т.е. если для любого положительного числа 
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Функция, обратная бесконечно малой по величине, называется бесконечно большой и обозначается 
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3.6.  Операции над бесконечно малыми.  Если 
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Теорема. Если функция
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 имеет предел, равный А, то ее можно представить как сумму числа 
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И наоборот, если функцию 
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 можно представить в виде суммы числа
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и бесконечно малой функции 
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3.7. Основные теоремы о пределах. Если существуют пределы функций 
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· предел их алгебраической суммы равен алгебраической сумме их пределов: 
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· предел произведения равен произведению их пределов: 
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· постоянный множитель можно выносить за знак предела: 
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· предел частного  равен частному пределов числителя  и знаменателя, если предел знаменателя не равен нулю:
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3.8.  Первый замечательный предел:     
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3.9.  Второй замечательный предел:    

для натурального аргумента   
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для действительного аргумента 
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3.10. Сравнение бесконечно малых.  Пусть
[image: image415.wmf])

(

  

и

  

)

(

х

x

b

b

a

a

=

=

 (  бесконечно малые.  
[image: image416.wmf])

0

)

(

lim

0

=

®

x

x

x

b

.

1. Если
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 называется бесконечно малой более высокого порядка,  чем 
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 называются бесконечно малыми одного порядка малости.
3. Если 
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называются эквивалентными бесконечно малыми.

3.11.  Свойства эквивалентных б.м.

1. Предел отношения двух бесконечно малых функций не изменится, если каждую или одну из них заменить эквивалентной ей бесконечно малой.

2. Разность двух эквивалентных бесконечно малых функций есть бесконечно малая более высокого порядка, чем каждая из них.

3. Сумма конечного числа бесконечно малых функций разных порядков эквивалентна слагаемому низшего порядка.

Непрерывность функции

3.12.  Непрерывность функций в точке. 

Опр. 1.  Функция
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 называется непрерывной в точке
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x

, если она определена в этой точке и бесконечно малому приращению аргумента соответствует бесконечно малое приращение функции:
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Опр. 2.  Функция
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, если она определена в этой точке, существует предел функции точке 
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 и он равен значению функции в этой точке:
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Опр. 3.  Функция
[image: image433.wmf])

(

x

f

y

=

называется непрерывной в точке
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, если она определена в этой точке, существуют односторонние пределы функции в точке 
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, они равны между собой и равны значению функции в этой точке:
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Функция 
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 называется непрерывной на отрезке 
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, если она непрерывна в каждой точке этого отрезка.

Точки, в которых нарушается непрерывность функции, называются точками разрыва этой функции. 

Классификация точек разрыва.

Если функция определена в точке 
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x

, существуют односторонние пределы функции в этой точке, но они не равны между собой, то говорят, что в точке 
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 функция терпит конечный неустранимый разрыв I рода.

Если функция определена в точке 
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, существуют односторонние пределы функции в этой точке, они равны между собой, но не равны значению функции в точке 
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, то функция в этой точке имеет конечный устранимый разрыв I рода.

Если функция не определена в точке 
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, или по крайней мере один из односторонних пределов не существует, то говорят, что в этой точке функция терпит бесконечный разрыв II рода.

Примеры решения задач

Задача 3.1.  Вычислите указанные пределы, не пользуясь правилом Лопиталя.
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Решение. При 
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числитель и знаменатель дроби стремятся к бесконечности, и дробь приобретает неопределенный вид 
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Решение. В точке х = 2 числитель и знаменатель обращаются в нуль, и мы получаем  неопределённость вида 
[image: image453.wmf]0
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. Разложим на множители числитель и знаменатель дроби, а затем сократим её на общий множитель.
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Решение. В точке х = 4  числитель и знаменатель обращаются в нуль. Получаем неопределённость 
[image: image456.wmf],

0

0

 для раскрытия которой умножим числитель и знаменатель на выражение, сопряженное иррациональности, т.е. на 
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Решение. Воспользуемся формулой 
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 и преобразуем числитель данной дроби.
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Теперь умножаем числитель и знаменатель на 4 и воспользуемся первым замечательным пределом  
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[image: image464.wmf]3

8

1

3

8

4

4

sin

lim

3

8

4

4

sin

4

lim

3

2

0

0

=

×

=

=

®

®

x

x

x

x

x

x

.

д)  
[image: image465.wmf].

2

3

3

lim

5

3

x

x

x

x

-

¥

®

÷

ø

ö

ç

è

æ

-


Решение. Здесь мы воспользуемся вторым замечательным пределом в форме  
[image: image466.wmf].
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 Для этого преобразуем выражение, стоящее под знаком предела.
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Задача 3.2.   Вычислите пределы функций, используя таблицу эквивалентных бесконечно малых.
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Решение.  Согласно таблице эквивалентных бесконечно малых 
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 EMBED Equation.3  [image: image473.wmf].
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Решение. Известно, что 
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Задача 3.3.  Исследуйте функцию на непрерывность; сделайте  схематический чертеж.

а)  
[image: image478.wmf].

3

2

1

x

y

-

=

   

[image: image1.wmf]mn

´

Решение. В точке 
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 функция не определена, значит, в этой точке она имеет разрыв. Найдём односторонние пределы функции в этой точке.
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тогда   
[image: image483.wmf].

0

]

2

1

=

¥

-

®

-

х

  

Итак, предел слева не существует, значит, 
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 является точкой разрыва II рода.

Для построения графика функции отметим, что прямая 
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 является вертикальной асимптотой графика, и исследуем ее поведение на бесконечности (рис. 3.1).
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 и при этом функция остается больше единицы.   
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, причем функция здесь меньше единицы. 

Как видно, прямая у = 1 является горизонтальной асимптотой кривой.   
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Решение. Функция определена на всей числовой оси 
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 функция непрерывна. Поэтому разрывы возможны лишь в точках 
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в которых одно аналитическое выражение меняется на другое. 

Находим односторонние пределы в точке 
х = 1.
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Согласно третьему определению непрерывности функция в точке 
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 непрерывна. 

Таким же образом исследуем непрерывность в точке 
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Как видно, односторонние пределы функции существуют, но не равны между собой, следовательно, в точке 
[image: image504.wmf]3

=

x

 имеет место неустранимый разрыв I рода. Скачок функции в точке разрыва 
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 График функции изображен на рис. 3.2.

Тема 4. Дифференциальное исчисление

 функции одной переменной

4.1. Определение 1. Производной функции 
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Если этот предел существует, то функция 
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 называется дифференцируемой в точке хо..

Очевидно, что для дифференцируемости функции в точке необходимо существование и равенство односторонних пределов
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Если эти пределы существуют, но не равны между собой, или существует только один из них, то говорят, что функция дифференцируема слева или справа.

Если функция дифференцируема в точке хо, она  непрерывна в этой точке.

4.2. Основные правила дифференцирования.
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[image: image527.wmf]
4.3. Производные основных элементарных функций.
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4.4. Логарифмическое дифференцирование.  Логарифмической производной функции 
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 Используется для дифференцирования функций вида 
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4.5.  Производная неявной функции.  Чтобы найти производную неявной функции 
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4.6.  Производная параметрически заданной функции. Если зависимость функции 
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4.7.  Дифференциал функции. 

Если функция 
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Дифференциалом функции в точке х0 называется главная часть приращения функции, линейная относительно приращения аргумента:
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Чтобы найти дифференциал функции в данной точке необходимо производную функции в этой точке умножить на дифференциал (т.е. приращение) аргумента.

Отсюда следует, что правила нахождения производной и дифференциала функции аналогичны.

При достаточно малом значении приращения аргумента приращение функции приближенно равно её дифференциалу. Это обстоятельство используется в приближенных вычислениях, а также для оценки погрешности косвенных измерений.
4.7.   Производные высших порядков.  Производной второго порядка функции 
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4.8. Правило Лопиталя.  

А.  Раскрытие неопределенности вида 
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Б. Раскрытие неопределенности вида 
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¥

 (второе правило Лопиталя): пусть функции  f(x) и  g(x) непрерывны и дифференцируемы в окрестности точки а, причем 
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Правила верны и в том случае, если 
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В. Неопределенности вида 
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Неопределенности вида 
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[image: image588.wmf]0

0

 и 
[image: image589.wmf]¥

¥

 путём алгебраических преобразований, а затем раскрываются с помощью правила Лопиталя.
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В некоторых случаях правило Лопиталя полезно комбинировать с нахождением пределов элементарными средствами.

Примеры решения задач

Задача 4.1.  Найдите производные заданных функций. 
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 Дифференцируем обе части равенства по 
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Решение.  Это неявная функция.  Дифференцируем по 
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Решение. Дифференцируем параметрически заданную функцию.

  Найдем 
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Задача 4.2.  Найдите производные второго порядка.

а) 
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Решение. Сначала находим производную первого порядка. 
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 EMBED Equation.3  [image: image619.wmf](

)

.

)

1

(

3

2

1

2

1

3

1

2

3

2

3

2

2

x

x

x

x

x

+

=

+

×

+

-


 
[image: image620.wmf].

)

1

(

3

)

1

(

2

)

1

(

3

)

2

1

(

2

)

1

(

3

2

2

2

2

2

2

2

2

2

x

x

x

x

x

x

x

y

+

-

=

+

-

+

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

¢

¢


б) 
[image: image621.wmf]î

í

ì

=

=

.

,

ln

3

t

y

t

x


Решение.    Найдём сначала производную первого порядка. 
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Находим производную второго порядка по формуле (4.3):
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Тема 5. Приложения дифференциального исчисления
Литература: [1], разд. В,  § 4 (4.6-4.9). [2], разд. III, гл. 8,9. [3], разд. II, гл. 7.
5.1. Приложения производной в геометрии. Производная функции 
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Уравнения касательной к кривой 
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Уравнение нормали имеет вид:
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5.2. Механические приложения производной. Если известен закон прямолинейного движения точки
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5.3. Применение дифференциала в приближенных вычислениях. Если функция 
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где ( ( бесконечно малая величина. Тогда главная часть приращения функции 
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 называется дифференциалом функции и обозначается 
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При достаточно малых значениях приращения аргумента приращение функции приближенно равно дифференциалу этой функции:
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5.4. Монотонность и экстремум функции.  Определение 1. Функция f(x) называется возрастающей (убывающей) на интервале (a; b), если для любых x1 и x2 из этого интервала, таких, что
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Теорема 1. (достаточный признак монотонности). Если функция f(x) дифференцируема на интервале (a; b), и в каждой точке интервала 
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 то функция на этом интервале возрастает (убывает).

Определение 2. Точка 
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 называется точкой максимума (минимума) функции 
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Теорема 2. (необходимый признак существования экстремума).

Если функция 
[image: image650.wmf])
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 в точке xо имеет экстремум, то её производная в этой точке равна нулю или не существует.

Теорема 3. (I достаточный признак существования экстремума).

Если производная функции 
[image: image651.wmf])
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 в точке xо равна нулю (или не существует), а при переходе через эту точку меняет знак с «+» на «(», то xо является точкой максимума, если производная меняет знак с «(» на «+», то точка xо  ( точка минимума.

Теорема 4. (II достаточный признак существования экстремума).   Пусть функция 
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 дважды дифференцируема в точке хо, причем 
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Как видно, экстремум у функции возможен лишь при изменении характера монотонности. Необходимый признак дает возможность найти лишь критические точки функции, в которых возможен (но необязателен!) экстремум.

Окончательный вывод о наличии максимума или минимума делают с помощью достаточных признаков.

5.5. Выпуклость, вогнутость кривой. Точки перегиба. 

Определение 3. Кривая 
[image: image656.wmf])
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 называется выпуклой на интервале  (a; b), если она расположена ниже касательной, проведённой к кривой в любой точке этого интервала. 

Кривая 
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 называется вогнутой на интервале  (a; b), если она расположена ниже касательной, проведённой к кривой в любой точке этого интервала.

 

Теорема 4. (достаточное условие выпуклости и вогнутости графика функции).

Если 
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 в интервале (a; b), то график функции является выпуклым в этом интервале; если же
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)

(

>

¢

¢

x

f

, то в интервале (a, b) график функции вогнутый.

Определение 4. Точка хо графика функции, в которой выпуклость кривой меняется на вогнутость, называется точкой перегиба.

Теорема 5. (достаточный признак существования точки перегиба).  Пусть функция 
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 дважды дифференцируема в точке хо  и некоторой ее окрестности, причем
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; тогда хо является точкой перегиба, если в ее окрестности вторая производная имеет разные знаки.

5.6. Асимптоты кривой. Асимптотой кривой называется прямая, к которой точки кривой неограниченно приближаются при их удалении от начала координат.

Прямая х = а является вертикальной асимптотой графика функции
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Прямая 
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 является наклонной асимптотой графика функции 
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Чтобы найти наклонные асимптоты кривой, необходимо вычислить пределы
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5.7. Схема полного исследования функции.

I. Элементарное исследование (без применения производной).

1. Область определения и множество значений функции.

2. Четность и нечетность функции.

3. Периодичность функции.

4. Точки пересечения графика функции с осями координат; интервалы знакопостоянства.

5. Непрерывность функции, ее поведение в окрестности точек разрыва. Вертикальные асимптоты.

II. Исследование с помощью производных.

6. Интервалы возрастания и убывания функции.

7. Точки экстремума (максимума и минимума) функции.

8. Интервалы выпуклости и вогнутости графика.

9. Точки перегиба кривой.

10. Наклонные асимптоты кривой.

III. Построение графика функции.
Примеры решения задач

Задача 5.1.  Вычислите 
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 приближенно с точностью до 0,001.

Решение. Рассмотрим функцию 
[image: image674.wmf].

9

2

x

x

y

+

=

Пусть х0 = 4, а (х = 0,05.

Найдем производную функции в этой точке.
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Данное выражение является приращенным значением функции, поэтому  из равенства 
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Задача 5.2.  Вычислите предел 
[image: image678.wmf]x
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Решение. Имеем неопределенность вида 
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Известно, что при х ( 0 логарифм стремится к 
[image: image683.wmf].
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  Значит, под знаком предела получается неопределенность вида 
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Задача 5.3.  Вычислите приближенно 
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Решение. Пусть данное число есть частное значение функции 
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Для вычисления заданного значения арктангенса воспользуемся приближенной формулой (5.3)
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Получаем:  
[image: image695.wmf]0,98
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Задача 5.4.  Найдите наибольшее и наименьшее значения функции 
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   на отрезке  [(1; 1].

Решение. Найдем критические точки функции, принадлежащие данному отрезку:  
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Из равенства 
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 получаем:  х = 0  или  
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 Все они лежат внутри отрезка [(1; 1]. 

В точках 
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 производная не существует, но эти точки являются граничными для данного отрезка и на данном этапе они не учитываются.

Вычислим теперь значения функции в найденных критических точках и на концах отрезка. 
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Таким образом, 
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Задача 5.5. Найдите размеры цилиндра,  который бы имел наибольший объем при данной полной поверхности S .

Решение. Пусть радиус основания цилиндра равен R,  а высота H. 

Известно, что объем цилиндра равен 
[image: image703.wmf],
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[image: image704.wmf]).
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Найдем отсюда высоту цилиндра:   
[image: image705.wmf].
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 Тогда объем цилиндра становится функцией одного аргумента, а именно радиуса основания R.
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Каковы возможные значения этой функции?

Очевидно, что при наименьшем значении радиуса R = 0 объем цилиндра равен 
[image: image707.wmf].
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 Наибольшее значение радиус примет тогда, когда высота цилиндра будет равна 0, а полная поверхность станет равной площади двух оснований, 
[image: image708.wmf],
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  откуда  
[image: image709.wmf].
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 Но в этом случае объём цилиндра тоже будет равен нулю.

Как видно, задача свелась к нахождению наибольшего значения функции V(R) на  отрезке 
[image: image710.wmf]],
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 причем на концах отрезка функция принимает нулевые значения. Согласно теореме Ролля внутри отрезка существует по крайней мере одна точка Rо такая, что 
[image: image711.wmf].
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Так как 
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Как видно, Ro ( единственная критическая точка функции на отрезке 


[image: image715.wmf]].
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  Найдем вторую производную: 
[image: image716.wmf].
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 Отсюда следует, что в найденной критической точке функция V(R) имеет максимум, который в силу непрерывности функции на данном отрезке будет и наибольшим ее значением.          

В этом случае высота цилиндра равна 
[image: image717.wmf].
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Итак,  объем цилиндра будет иметь наибольшее значение, если радиус основания равен [image: image718.wmf]p
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, а высота равна диаметру основания, 
[image: image719.wmf]o
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, т.е. когда осевое сечение цилиндра является квадратом.

Задача 5.6.  Проведите полное исследование функции 
[image: image720.wmf]3
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 и постройте ее график:

Решение. 

       I. Элементарное исследование (без применения производной).

1.  Область определения функции: 
[image: image721.wmf].
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 Множество значений:  
[image: image722.wmf].
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2.  Функция не является ни четной, ни нечетной, так как 

                     
[image: image723.wmf]).
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3.  Функция не является периодической, так как не существует такого числа T > 0, чтобы для всех х из области определения имело место равенство 
[image: image724.wmf]).
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4.  Точки пересечения с осями координат и интервалы знакопостоянства: 

а) если х = 0, то и  у = 0, значит, график функции проходит через начало координат;

б) если у = 0, то получаем уравнение 
[image: image725.wmf],
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[image: image727.wmf],
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 т.е. кривая пересекает ось абсцисс в двух точках 
[image: image728.wmf].

2

и

  

0

=

=

х

х

 

Далее, если записать функцию в виде 
[image: image729.wmf]3
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, то видно, что функция отрицательна при x < 2 и положительна при x > 2.

5.  Функция, будучи элементарной, непрерывна на всей области определения, значит, вертикальных асимптот нет.

II. Исследование с помощью производных.

6. Интервалы возрастания и убывания функции.

Найдем производную данной функции:  
[image: image730.wmf](
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[image: image731.wmf].
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Методом интервалов находим, что функция возрастает на интервалах 
[image: image732.wmf]),
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[image: image733.wmf](
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 и убывает на интервале 
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7. Точки экстремума функции: из условия 
[image: image736.wmf]0
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 кроме того, в точках 
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 и  х = 2 производная не существует. Из рисунка 5.3 видно также, что согласно достаточному признаку существования экстремума точка  х = 0 является точкой максимума функции, а точка 
[image: image739.wmf]3
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 является точкой минимума. Значения функции в этих точках:
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[image: image741.wmf].
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Примечание. При построении графика, конечно, приходится откладывать приближенные  значения величин. Однако  обозначать получившиеся точки на графике нужно точными значениями их координат.

8. Интервалы выпуклости и вогнутости.

Найдем вторую производную:   
[image: image742.wmf]=
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[image: image743.wmf].
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Как видно, знак второй производной зависит от знака двучлена х ( 2. При х < 2 вторая производная положительна, значит, на интервале (((; 2) график функции обращен выпуклостью вниз, т.е. кривая вогнута. При      х > 2 вторая производная отрицательна, на интервале (2; () кривая выпукла. 

9. Точкой  перегиба является точка 
[image: image744.wmf]2
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,  так как вторая производная в этой точке не существует и при переходе через нее меняет свой знак. Значение функции в точке перегиба: 
[image: image745.wmf].
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10. Пусть наклонные асимптоты кривой (если они существуют) имеют уравнение 
[image: image746.wmf]b
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.  Параметры этого уравнения найдём по формулам (5.4):  
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1

2

1

lim

2

lim

)

(

lim

3

3

2

3

=

-

=

-

=

=

±¥

®

±¥

®

±¥

®

х

x

x

x

х

х

у

k

x

x

x



[image: image748.wmf][

]

).

2

(

lim

)

(

lim

3

2

3

х

х

х

k

х

х

у

b

x

x

-

-

=

-

=

±¥

®

±¥

®


Умножим и разделим выражение  
[image: image749.wmf]х
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[image: image750.wmf].
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Итак,  получили уравнение наклонной асимптоты 
[image: image751.wmf]3

2

-

=

х

у

.

III. Используя проведенные исследования, строим график данной функции (рис. 5.4). Отметим основные результаты:

нули функции 
[image: image752.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image753.wmf]2
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точка максимума 
[image: image754.wmf],
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 максимальное значение функции
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)

0

(

=

у

;

точка минимума  
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 значение функции в этой точке                           

                                         
[image: image757.wmf];
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точка перегиба 
[image: image758.wmf]2
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, значение функции
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вертикальных асимптот нет;  наклонная асимптота 
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Тема 6. Дифференциальное исчисление

 функции нескольких переменных

6.1. Частные производные функции двух аргументов. Частной производной функции 
[image: image761.wmf])
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 по аргументу х (по аргументу у) называется предел отношения частного приращения (zx ((zy) этой функции к приращению соответствующего аргумента (х ((у), когда приращение аргумента произвольно стремится к нулю:
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Для вычисления частных производных используются обычные правила и формулы дифференцирования. При этом, дифференцируя функцию по одному аргументу, все остальные аргументы считаются константами.

6.2. Частные производные высших порядков. Если функция 
[image: image764.wmf])
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 в некоторой точке М(х, у) и ее окрестности  имеет частные производные 
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и

, то частные производные от этих частных производных называются частными производными второго порядка и обозначаются
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[image: image767.wmf],
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[image: image768.wmf],
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[image: image769.wmf].
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Аналогично определяются и обозначаются частные производные более высокого порядка.

Если частные производные первого порядка непрерывны, то «смешанные» производные не зависят от порядка дифференцирования, т.е. равны между собой:

                            
[image: image770.wmf],
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 и т.д.

6.3. Полный дифференциал функции двух аргументов. Полным дифференциалом функции нескольких переменных называется главная часть полного приращения функции, линейная относительно приращений аргументов. 

Полный дифференциал функции двух аргументов 
[image: image771.wmf])

,

(

y

x

f

z

=

 в точке 
М(хо, уо)  имеет вид

                                    
[image: image772.wmf].
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При достаточно малых значениях приращений аргументов (х и (у  полное приращение функции 
[image: image773.wmf])
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 в данной точке приближенно равно полному дифференциалу функции dz в этой точке: 
[image: image774.wmf],

dz

z

»

D

 или


[image: image775.wmf](
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Отсюда следует


[image: image776.wmf](
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Формулы 6.2 и 6.3 используются для приближенного вычисления полного приращения функции двух аргументов и ее приращенного значения.

6.4. Градиент и производная по направлению.  Пусть функция 
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 определена и непрерывна вместе со своими частными производными в некоторой области D, содержащей точку 
[image: image778.wmf]).
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Производной функции 
[image: image783.wmf])
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 по направлению 
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 называется предел отношения приращения функции на направлении 
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 к длине элементарного отрезка 
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Если вектор направления 
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Производная  
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u

¶

¶

 представляет собой скорость изменения функции в данном направлении 
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Так как направляющие косинусы являются координатами единичного вектора направления, 
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то производная по направлению является скалярным произведением вектора градиента данной функции и единичного вектора направления:
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Если при этом угол 
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 в направлении градиента принимает наибольшее значение, т. е. градиент указывает направление наибольшей скорости изменения функции в данной точке.

6.5. Экстремум функции нескольких переменных.   Пусть функция 
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Значение функции в точке максимума (минимума) функции называется максимумом (минимумом) функции.

Теорема 1 (необходимый признак существования экстремума). Если функция 
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 и в этой точке достигает экстремума (максимума или минимума), то ее частные производные в этой точке равны нулю или не существуют. 

Теорема справедлива для функций любого числа n аргументов.

Точки, в которых частные производные первого порядка равны нулю, называются стационарными (критическими).

Для функций двух переменных имеет место

Теорема 2 (достаточный признак существования экстремума). Пусть 
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. Для частных производных второго порядка в данной точке введем обозначения:
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Тогда:    1) если 
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[image: image830.wmf]0

2

>

-

AC

B

, то функция в данной точке не имеет экстремума;
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 функция в точке Мо может иметь, а может и не иметь экстремума.

6.6. Наибольшее и наименьшее значения функции в замкнутой области.  Пусть функция 
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Теорема 3 (Вейерштрасса). Функция, непрерывная в ограниченной замкнутой области, достигает в этой области своего наименьшего и своего наибольшего значений.

Эти значения достигаются ею или в точках экстремума, лежащих внутри области D, или в точках, принадлежащих границе области.

Чтобы найти наибольшее и наименьшее значения функции, непрерывной в ограниченной замкнутой области D, необходимо:

1) найти критические точки функции и отобрать те из них, которые лежат внутри заданной области;

2) найти критические точки функции, принадлежащие границе области;

3) вычислить значения функции во всех полученных точках, включая и так называемые «узловые» точки границы ( точки пересечения кривых, составляющих границу области; 

4) из всех полученных значений функции выбрать наибольшее и наименьшее.

Примеры решения задач

Задача 6.1. Найдите частные производные и полный дифференциал  функции
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Решение.  Находим частные производные
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     Полный дифференциал функции 
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Задача 6.2. Покажите, что функция 
[image: image839.wmf]2

2

1

ln

y

x

z

+

=

 удовлетворяет уравнению Лапласа 
[image: image840.wmf].

0

2

2

2

2

=

¶

¶

+

¶

¶

y

z

x

z


Решение. Находим частные производные первого и второго порядков.

Заметим, что  
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Задача 6.3.  Найдите производную функции 
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Решение.  Найдем частные производные функции в данной точке.


[image: image849.wmf](

)

;

)

(

2

2

1

1

1

2

2

2

2

2

2

3

2

2

2

2

2

z

y

x

y

x

xz

x

y

x

z

y

x

z

x

u

-

+

+

=

×

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

+

-

-

=

¶

¶

-



[image: image850.wmf](

)

;

)

(

2

2

1

1

1

2

2

2

2

2

2

3

2

2

2

2

2

z

y

x

y

x

yz

y

y

x

z

y

x

z

y

u

-

+

+

=

×

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

+

-

-

=

¶

¶

-



[image: image851.wmf].
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Теперь найдем направляющие косинусы данного вектора.
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Согласно (6.4)   
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Задача 6.4. Найдите градиент функции 
[image: image860.wmf]3

2

2

3

yz

xy

x

u

-

+

=

 в точке 

 и вычислите модуль градиента.

Решение. Находим частные производные данной функции:
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Вычисляем значения этих производных в точке 
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Согласно (6.5)  
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Находим модуль градиента:  
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Задача 6.5.  Исследуйте на экстремум функцию  
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Решение.  Найдём частные производные данной функции:
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Согласно теореме 1 (необходимому признаку существования экстремума) частные производные должны быть равны нулю. Получаем систему двух уравнений:
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Итак, 
[image: image870.wmf])
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 ( критические точки, в которых возможен экстремум. Используем теорему 2 (достаточный признак существования экстремума), для чего найдем частные производные второго порядка.
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В точке 
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  А = 0,  В = (3,  С = 0,  значит,  
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Отсюда следует, что в этой точке функция не имеет экстремума.

В точке   
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  получаем  А = 6, В = (3, С = 6.  Далее вычисляем 
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 Так как 
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 то в данной функция имеет минимум.  Значение функции в точке минимума 
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Задача 6.6.  Найдите наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image881.wmf])

2

(

2

y

x

y

x

z

-

-

=

 в замкнутой области  D, ограниченной линиями х = 0, 
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Решение.  Точками пересечения заданных линий являются точки  О(0; 0), А(6; 0) и В(2; 4) (рис. 6.1).

1. Найдем критические точки функции, принадлежащие области D. Для этого найдем частные производные функции и решим систему уравнений: 
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Так как внутри заданной области 
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 откуда получаем: 
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 Точка М1 с такими координатами принадлежит области D. 

2. Теперь исследуем функцию на границе области.

а)  На границе ОА, уравнение которой  у = 0, функция принимает постоянное нулевое значение, z = 0.

б)  Отрезок АВ  лежит на прямой  
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 и данная функция на этой прямой приобретает вид  
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 Находим критические точки: 
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 В этом случае 
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 Из полученных двух точек внутри отрезка АВ  лежит вторая. Обозначим ее  
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в) На границе ОВ  (уравнение которой у = 2х) функция принимает вид 
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 Критические точки:  


[image: image895.wmf]=

-

=

¢

)

12

6

(

2

3

2

x

x

z
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  В данном случае внутри отрезка ОВ лежит точка 
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Таким образом, мы имеем три критические точки и три узловые – в вершинах треугольника ОАВ.

3. Вычисляем значения данной функции в этих точках.

В точке  М1(1; 0,5)  
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В точке  
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В точке  
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В точке  О(0; 0)  z = 0. В точке А(6; 0)  
[image: image904.wmf].
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В точке В(2; 4)  
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4. Из всех полученных значений функции выбираем наибольшее и наименьшее: z наиб = z(M1) = 0,25;  z наим = z(M2) = (128.

Тема 7.  Неопределенный интеграл

Литература:  [1], разд. В, § 6. [2], разд. IV, гл. 10. [3], разд. II, гл. 8 

                       (8.1-8.4).
7.1. Первообразная и неопределенный интеграл. Функция 
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Свойства неопределенного интеграла.
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7.2. Простейшие методы интегрирования. Пусть функция 
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б)  для любой дифференцируемой функции 
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7.3. Таблица неопределенных интегралов.
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частные случаи:  
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7.4. Замена переменной в неопределенном интеграле. Если 
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7.5. Интегрирование по частям.  Если  
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7.6.  Интегрирование выражений, содержащих квадратный трехчлен.  Интеграл вида 
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 сводится к одному из табличных интегралов № 9 или № 14 путем выделения полного квадрата из квадратного трехчлена и последующей замены переменной.

7.7.  Интегрирование простейших дробей. К простейшим относятся дроби следующих четырех типов:
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Дроби первого и второго типов интегрируются просто:
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Дроби третьего и четвертого типов интегрируются путем выделения полного квадрата из квадратного трехчлена, если его дискриминант отрицателен. После замены переменной интеграл от дроби третьего типа разбивается на сумму двух интегралов, дающих в качестве первообразных логарифм и арктангенс. Интеграл четвертого типа также сводится к двум интегралам, один из которых принимает вид 
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где 
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7.8.  Интегрирование рациональных дробей 
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Известно, что каждый многочлен n-й степени (например  
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) имеет n действительных или комплексных корней. 

Теорема 1. Если 
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 можно представить в виде суммы двух других правильных дробей:
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Теорема 2. Если 
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 можно представить в виде суммы двух других правильных дробей:
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Следствие из теорем 1 и 2. Каждая правильная рациональная дробь может быть представлена в виде суммы простейших дробей I – IV типов. При этом каждому действительному корню кратности k многочлена 
[image: image978.wmf])
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 в разложении соответствует k  простейших дробей I  и  II типов, а каждой паре комплексных корней кратности l в разложении соответствует l простейших дробей III – IV типов.

Чтобы проинтегрировать неправильную рациональную дробь, необходимо выделить ее целую часть, а затем найти интегралы от рационального многочлена и правильной дроби. 

Неопределенные коэффициенты разложения рациональной дроби на простейшие определяются путем приведения простейших дробей к общему знаменателю и сравнения полученного числителя с числителем исходной дроби.

7.9. Интегрирование некоторых иррациональностей.  Интегралы вида  
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 сводятся к интегралам от рациональной функции в результате подстановки 
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Для интегрирования иррациональностей, содержащих двучлены вида 
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 используются тригонометрические подстановки:
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7.10. Интегрирование тригонометрических функций. 

Рассматриваются интегралы вида 
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 т.е. интегралы от выражений, рационально зависящих от синуса и косинуса.

А. Универсальная подстановка.  Используется замена 
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В результате такой замены переменной подынтегральное выражение становится дробно-рациональной функцией.

Б. Интегрирование выражений вида  
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Если хотя бы один из показателей степеней нечетный, используется подстановка 
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[image: image991.wmf]t

x

=

cos

  (замене подлежит функция в нечетной степени). 

Если оба показателя являются четными и положительны, используются тригонометрические формулы «понижения степени»:
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Если же хотя бы один из четных показателей отрицателен, следует сделать замену 
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В. Интегрирование выражений вида 
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С. Интегралы вида 
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 приводятся к табличным интегралам путем преобразования произведений тригонометрических функций в сумму:

                 
[image: image998.wmf]].

)

cos(

)

[cos(

2

1

cos

cos

],

)

cos(

)

[cos(

2

1

sin

sin

],

)

sin(

)

[sin(

2

1

cos

sin

x

b

a

x

b

a

bx

ax

x

b

a

x

b

a

bx

ax

x

b

a

x

b

a

bx

ax

+

-

-

=

+

-

-

=

+

+

-

=


Примеры решения задач

Найдите неопределенные интегралы:

Задача 7.1.   
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Решение. Заметим, что дифференциал подкоренного выражения 
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 Такое преобразование называется «введением множителя под знак дифференциала».
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Задача 7.2.  
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Решение.  Воспользуемся методом интегрирования по частям.

Положим  
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Следовательно, согласно формуле  
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К последнему интегралу используем еще раз формулу интегрирования по частям.

Полагая 
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Задача 7.3. 
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Решение. Дискриминант квадратного трехчлена здесь положителен, но корни иррациональны, поэтому целесообразно выделить полный квадрат из квадратного трехчлена.
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Сделаем замену переменной: пусть 
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Возвращаясь к старой переменной, окончательно получаем:
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Задача 7.4. 
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Решение. Выделим полный квадрат из квадратного трехчлена и введем новую переменную.
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Пусть 
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Задача 7.5. 
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Решение. Подынтегральная функция представляет собой рациональную дробь. Разложим ее знаменатель на множители: 
[image: image1023.wmf](
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 Согласно правилу разложения рациональной дроби на простейшие каждому множителю знаменателя вида x ( a соответствует слагаемое 
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Приведем правую часть последнего равенства к общему знаменателю и, приравняв числители дробей, получим тождество
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Коэффициенты А, В, С определим с помощью метода частных значений переменной х:
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Отсюда 
[image: image1028.wmf].
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 Подставив найденные коэффициенты в разложение, получим
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Теперь исходный интеграл запишется следующим образом:

Задача 7.6.  
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Решение. Воспользуемся подстановкой  
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Задача 7.7.  
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Решение.  Если подынтегральная функция вида  
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 имеет четные положительные показатели, то следует использовать формулы понижения степени 
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[image: image1041.wmf]=

×

-

+

-

=

ò

dx

x

x

x

x

)

4

cos

8

cos

4

cos

8

cos

1

(

16

1



[image: image1042.wmf].
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Тема 8. Определенный интеграл 

Литература: [1], разд. В, § 7,8. [2], разд. IV, гл. 11. [3], разд. II, гл. 8

                      (8.5-8.9).

8.1. Определенный интеграл (определение). Пусть функция 
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Если существует конечный предел интегральной суммы Римана для функции 
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Итак, по определению  
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Величина интеграла 
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 численно равна площади криволинейной трапеции, ограниченной кривой
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8.2. Свойства определенного интеграла.
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8.3.  Вычисление определенного интеграла. 

А.  Формула Ньютона-Лейбница:
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где  ( первообразная подынтегральной функции 
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В. Интегрирование по частям:
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8.4. Несобственные интегралы.

А. Интегралы с бесконечными границами:
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       Б. Интегралы от разрывной функции: если функция 
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Если интегралы 8.5 – 8.8 существуют, то говорят, что они сходятся. В противном случае говорят, что несобственные интегралы расходятся.

8.5.  Приложения определенного интеграла в геометрии.

А.  Площадь криволинейной трапеции:
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( для кривой, заданной параметрическими уравнениями
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Б. Площади фигур в полярных координатах:
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( площадь фигуры, ограниченной кривыми  
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КОНТРОЛЬНЫЕ  ЗАДАНИЯ

1. Линейная, векторная алгебра и аналитическая геометрия

1 – 10.  Решите матричное уравнение.
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11 – 20.  Решите систему линейных уравнений тремя способами:       а) методом Крамера; б) матричным способом; в) методом Гаусса.
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21 – 30. Даны вершины  треугольника АВС: 
[image: image1137.wmf](

)

1

1

y

x

A

, 
[image: image1138.wmf](

)

2

2

y

x

B

, 
[image: image1139.wmf](

)

3

3

y

x

C
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31 – 40. Даны вершины тетраэдра  
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; 6) площадь грани 
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41.  Составьте уравнение траектории точки  
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42. Составьте уравнение геометрического места точек, разность расстояний от каждой из которых  до точек  
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43. Составьте уравнение траектории точки  
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44. Составьте уравнение геометрического места точек, сумма расстояний от каждой из которых до точек F((2; 0) и G(2; 0)  равна  
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45.  Точка  
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  движется так, что сумма квадратов  расстояний от нее до начала координат и до точки  
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  остается равной  9.  Определите траекторию движения точки  
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46.  Составьте уравнение линии, если расстояние  от каждой её точки до прямой  
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47. Составьте уравнение линии, каждая точка которой при своем движении остается втрое ближе  к точке 
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48. Составьте уравнение линии, для каждой точки которой отношение  расстояний  до точки 
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49. Составьте  уравнение геометрического места точек,  сумма  квадратов  расстояний  которых  до точек  
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50. Составьте уравнение  геометрического места точек,  для которых расстояние  до  данной точки  
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2.  Введение в анализ. Производная и ее приложения

51 – 60.  Найдите пределы функций (не пользуясь правилом Лопиталя).
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61 – 70.  Исследуйте функцию на непрерывность. Определите характер точек разрыва. Сделайте чертеж.
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71 – 80.  Найдите производные заданных функций.
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81 – 90.  Средствами дифференциального исчисления исследуйте заданные функции и постройте их графики.
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91. При перевозке 6 тонн цитрусовых с юга на север ежедневно 400 кг плодов портится, вместе с тем за каждый день пути стоимость фруктов повышается на 2,5 руб. На какое расстояние (в днях пути) следует перевезти фрукты, чтобы доход от продажи был максимальным, если стоимость 1 кг в исходном пункте равна 25 руб., а накладные расходы по перевозке составляют 1000 руб. в день? 

92. Расход дизельного топлива для катера пропорционален кубу его скорости. Известно, что при скорости в 10 км/ч расход составляет 60 руб. в час, остальные расходы (не зависящие от скорости) составляют 960 руб. в час. При какой скорости катера общая сумма расходов на 1 км пути будет наименьшей? 

 93. Фотограф заметил, что при цене 110 руб. за комплект фотографий на паспорт он делает 45 комплектов в день. Если повысить цену до 120 руб., то число клиентов снижается до 40. Считая линейным соотношение между спросом и ценой, найти функцию выручки. При какой цене выручка достигает своего максимального значения?

94. Производитель телевизоров продает 100 телевизоров в неделю по цене 3600 руб. за каждый. Если цену повысить до 3800 руб., то объем продаж снизится до 80 телевизоров. Фиксированные издержки производства составляют 100 тыс. руб. в неделю, а переменные издержки – 1600 руб. на один телевизор. Полагая линейным закон спроса, найти функцию прибыли. При какой цене телевизора прибыль максимальна и чему она равна?

95. В гостинице 60 номеров. По цене 900 руб. за номер в сутки бывает занято 50 номеров. Если цена снижается до 840 руб. за номер, то занято 55 номеров. Найдите максимальное значение выручки, предполагая линейным закон спроса. При какой цене достигается это значение?

 96. Издержки производства некоторой продукции определяются функцией 15х2 + 240х, где х – число единиц произведенной за месяц продукции. Эта продукция продается по цене 840 руб. за изделие. Сколько изделий нужно произвести и продать, чтобы прибыль была максимальной?

97.  Если собрать урожай в начале июля, то с каждой сотки можно получить 200 кг раннего картофеля и реализовать его по цене 12 руб. за килограмм. Отсрочка уборки на каждую неделю ведет к увеличению урожайности на 50 кг с одной сотки, но цена картофеля за килограмм при этом падает на 2 руб. Когда следует собрать картофель, чтобы доход от его продажи был максимальным, если срок уборки составляет 5 недель?

98. В гостинице 130 номеров. По цене 700 руб. за номер в сутки бывает занято 90 номеров. Если цена снижается до 650 руб. за номер, то занято 100 номеров. Найдите максимальное значение выручки, предполагая линейным закон спроса. При какой цене достигается это значение?

99. Расход топлива для тепловоза пропорционален кубу его скорости. Известно, что при скорости в 50 км/ч расход составляет 600 руб. в час, остальные расходы (не зависящие от скорости) составляют 3960 руб. в час. При какой скорости тепловоза общая сумма расходов на 1 км пути будет наименьшей? 

100.  Производитель холодильников продает 70 холодильников в неделю по цене 10500 руб. за каждый. Если цену повысить до 11500 руб., то объем продаж снизится до 60 телевизоров. Фиксированные издержки производства составляют 280 тыс. руб. в неделю, а переменные издержки – 2500 руб. на один телевизор. Полагая линейным закон спроса, найти функцию прибыли. При какой цене телевизора прибыль максимальна и чему она равна?

3. Дифференциальное исчисление функции 

нескольких  переменных

101 – 110.  Покажите, что функция 
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111 – 120. Вычислите приближенно, заменяя полное приращение функции полным дифференциалом. 
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121 – 130.  Исследуйте на экстремум заданную функцию.
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131 – 140.  Найдите наибольшее и наименьшее значения функции в заданной области D.
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4. Интегральное  исчисление

151 – 160.  Найдите неопределенные интегралы. 
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161 – 165.  Вычислите площадь фигуры, ограниченной заданными линиями. Сделайте чертеж.

161.   у = (х + 1)2, у2 = х + 1.
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165.   у =1/х, у = х, у = 0, х = 4.
166 – 170.  Найдите длину дуги кривой, ограниченной указанными точками.
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170.   y = ln (
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171 – 175.  Вычислите объём тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигуры, ограниченной заданными линиями.
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176 – 180.  Вычислите объём тела, образованного вращением вокруг оси Оy фигуры, ограниченной заданными линиями.
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181 – 190.  вычислите несобственный интеграл или докажите его расходимость.
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191 – 200.  Вычислите двойной интеграл по области D, ограниченной заданными линиями.
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