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ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ

1.1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà
1.1.1. Ïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, ðàçëè÷íûå ôîðìû çàïèñè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. ×èñëî z = x + yi , ãäå x è y ëþáûå äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà, à i =

√−1 � òàê íàçûâàåìàÿ ìíèìàÿ åäèíèöà,
íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì.

Òàêàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêîé. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà x è y íàçûâàþòñÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíè-
ìîé ÷àñòÿìè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ñîîòâåòñòâåííî è îáîçíà÷àþòñÿ

x = Rez, y = Imz

Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà x1 + y1i è x2 + y2i ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè
ó íèõ ðàâíû äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, ò. å. x1 = x2, y1 = y2.
Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì C. Åñëè
â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàòü äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, à ïî îñè îðäèíàò èõ ìíèìûå
÷àñòè, òî êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó íà ïëîñêîñòè, êîòîðóþ áóäåì
íàçûâàòü êîìïëåêñíîé, áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êà.

Ðèñ. 1.1.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî
ïîëîæåíèå êîìïëåêñíîãî
÷èñëà íà ïëîñêîñòè ìîæíî
çàäàòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

z = rcos ϕ + ri sin ϕ

Ýòà ôîðìà çàïèñè êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà íàçûâàåò-
ñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé. ×èñ-
ëî r = |z| =

√
x2 + y2 ÿâëÿ-

åòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî
÷èñëà. Óãîë ϕ íàçûâàþò àð-
ãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñ-
ëà z è îáîçíà÷àþò Arg z.
Âåëè÷èíà Arg z ìíîãîçíà÷íà
è îïðåäåëåíà ëèøü ñ òî÷íî-

ñòüþ äî öåëîãî êðàòíîãî ÷èñëà 2π. Â êà÷åñòâå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ
âåëè÷èíû Arg z âûáèðàþò çíà÷åíèå, îïðåäåëåííîå íåðàâåíñòâîì
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−π 6 Arg z 6 π. Èç îïðåäåëåíèÿ àðãóìåíòà ñëåäóåò: tg ϕ = y

x
,

cos ϕ == x

r
, sin ϕ = y

r
Çíà÷åíèå Arg z óäîáíåå âñåãî âû÷èñëÿòü ïî

ôîðìóëå ϕ = Arg z =
{

arccos (x/r) , åñëè y > 0,
−arccos(x/r) , åñëè y < 0. Ïîëüçóÿñü ïðèâå-

äåííûìè ôîðìóëàìè ìîæíî ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, çàäàííîå â
àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå çàïèñàòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

Ïðèìåð 1.1. z = −1−
√
3 i. Âû÷èñëèì ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

r =
√
1+ 3 = 2 Òàê êàê y < 0, òî çíà÷åíèå àðãóìåíòà îïðåäåëèì ïî

ôîðìóëå ϕ = −arccos
(−1/2

)
= −π + arccos

(
1/2

)
= −π + π/3 = −2π/3.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà ïðèâåäåííîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà áóäåò
èìåòü âèä z = 2

(
cos 2π3 − isin

2π
3

)

Êðîìå ïðèâåäåííûõ ôîðì çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ñóùåñòâóåò
åùå ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè Ýéëåðà:

cos ϕ + isin ϕ = eϕi, cos ϕ− isin ϕ = e−ϕi

Òîãäà, èìåÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z =
= r(cosϕ + isinϕ), ïîëó÷èì z= reϕi. Ïðåîáðàçóåì êîìïëåêñíîå ÷èñ-
ëî, ïîëó÷åííîå â ïðèìåðå 1.1 â òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó z =
= 2

(
cos 2π3 − isin

2π
3

)
= 2e−

2π
3 i. Èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè èç-

âåñòíî, ÷òî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ax2 + bx + c = 0 èìååò äâà äåéñòâè-
òåëüíûõ êîðíÿ, åñëè äèñêðèìèíàíò D = b2 − 4ac > 0 è íå èìååò êîðíåé
åñëè, D < 0. Ýòî áûëî ñïðàâåäëèâî, òàê êàê â øêîëå íå èçó÷àþòñÿ
êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Åñëè D < 0, òî êîðíè òîæå ñóùåñòâóþò, òîëüêî
îíè êîìïëåêñíûå.

Ïðèìåð 1.2. Íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ x2 + 2x + 5 = 0. D = 4− 20 =
= −16, x1,2 = −1± 2i

1.1.2. Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.
Îïðåäåëåíèå 1.2. Ñóììîé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = x + yi, z2 = a +
+ bi íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (x + a) + (y + b) i, ò.å. Rez =
= Rez1 + Rez2, Imz = Imz1 + Imz2

Òàê æå, êàê è â îáëàñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íóëåì íàçûâàåòñÿ
òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z0 ñóììà êîòîðîãî ñ ëþáûì êîìïëåêñíûì
÷èñëîì z ðàâíà ýòîìó ÷èñëó z + z0 = z. Èç îïðåäåëåíèÿ 1.3 ñëåäóåò,
÷òî z0 = 0+ 0i

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè äàííîì îïðåäåëåíèè ñóììû êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë ñîõðàíÿþòñÿ ïåðåìåñòèòåëüíûé è ñî÷åòàòåëüíûé çàêîíû ñëîæåíèÿ,
ò. å. z1 + z2 = z2 + z1 è z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2 ) + z3

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïðîèçâåäåíèåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = x +
+ yi, z2 = a + bi íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî z òàêîå, ÷òî
Rez = xa− yb, Imz = xb + ay
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Èíûìè ñëîâàìè óìíîæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ, êàê óìíîæåíèå äâóõ
ñóìì. Òîëüêî ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

i2 = −1 i3 = −i, i4 = 1.
Ïðèìåð 1.3. (2+ i) (3− i) = 2 · 3− 2i + 3i− i2 = 7+ i

Äëÿ îïåðàöèè óìíîæåíèå ñîõðàíÿþòñÿ ïåðåìåñòèòåëüíûé è ñî÷åòà-
òåëüíûé çàêîíû, ò. å. z1z2 = z2z1 è z1 (z2z3) = (z1z2 ) z3

Îïåðàöèÿ äåëåíèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = x + yi, z2 = a +
+ bi

z1
z2

îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×èñëèòåëü è çíàìåíà-
òåëü äðîáè óìíîæàåòñÿ íà ñîïðÿæåííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî çíàìåíàòå-
ëÿ, à çàòåì âûäåëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè.

z1
z2

= (x + yi) (a− bi)

(a + bi) (a− bi)
= (xa + yb) + i(ya− xb)

a2 + b2
= xa + yb

a2 + b2
+ i

ya− xb

a2 + b2

Ïðèìåð 1.4. z1 = 3− 2i, z2 = 4+ i Âû÷èñëèòü z2/z1
4+ i

3− 2i = (4+ i) (3+ 2i)
(3− 2i) (3+ 2i) = 10

13 + i
11
13

1.1.3. Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü è èçâëå÷åíèå êîðíÿ. Ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà. Çàïèøåì êîìïëåêñíîå ÷èñëî â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå
zn = rn(ei(Argz+2πk))

n
= rnei(nϕ+2πkn) Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííûé ðå-

çóëüòàò â òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó
zn = rn (cos (nϕ + 2πkn) + isin (nϕ + 2πkn)) .

Òàê êàê ÷èñëî 2πkn êðàòíî ÷èñëó 2π, òî ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò

zn = rn (cos nϕ + isin nϕ)

Ïðèìåð 1.5. Âû÷èñëèòü
(
1−

√
3 i

)4. Îïðåäåëèì ìîäóëü è àðãóìåíò
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà r =

√
1+ 3 = 2, ϕ = −arc cos

(
1/2

)
= −π/3.Òîãäà

ïîëó÷èì
(
1−

√
3 i

)4
= 16(cos 4π3 − isin

4π
3 ). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî,

÷òî ãëàâíîå çíà÷åíèå Argz ∈ (−π; π] âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè ïðè-
âåäåíèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì

(
1−

√
3 i

)4
= 16(− cos π

3 + isin
π

3 )
Âûâîä ôîðìóëû äëÿ èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì

èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
n
√

z = n
√

r (ei(Argz+2πk))
1
n = n

√
r e

i
(

ϕ
n

+
2πk
n

)
=

= n
√

r
(
cos(ϕ

n
+ 2πk

n
) + isin (ϕ

n
+ +2πk

n
)
)

. Èçìåíÿÿ ÷èñëî k îò 0
äî n − 1, ïîëó÷èì n çíà÷åíèé êîðíÿ. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò,
÷òî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çíà÷åíèÿ êîðíÿ íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ
ïðàâèëüíîãî n óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ðàäèóñà n

√
r
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Ïðèìåð 1.6. Âû÷èñëèòü 3√1+ i
√
3 . Äëÿ ïîäêîðåííî-

ãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ϕ = π/3, r = 2. Òîãäà 3√1+ i
√
3 =

= 3√2
(
cos

(
π

9 + 2πk

3

)
+ i sin (π

9 + 2πk

3 )
)
. Ïðèðàâíèâàÿ ÷èñëî k

÷èñëàì 0, 1, 2, ïîëó÷èì òðè çíà÷åíèÿ êîðíÿ èç êîìïëåêñíî-
ãî ÷èñëà: z1 = 3√2 (cos π

9 + i sin π

9 ), z2 = 3√2
(
cos 7π9 + i sin 7π

9

)
,

z3 = 3√2
(
cos 13π9 + i sin 13π

9

)
= 3√2

(
− cos (4π9 )− i sin(4π9 )

)

Âû÷èñëèòü âñå çíà÷åíèÿ 3√−8 . z = −8, r = 8, ϕ = π. Òîãäà èìååì
3√−8 = 2(cos π + 2πk

3 + i sin π + 2πk

3 ) Ïðè k = 0, 1, 2 ïîëó÷èì

z1 = 2(cos π

3 + i sin π

3 ), z2 = 2(cos π + i sin π), z3 = 2(cos 5π3 + i sin 5π
3 ) =

= 2(cos (π

3 )− i sin (π

3 )). Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ êîðíÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå: z1 = 1 + i

√
3 ,

z2 = −2, z3 = 1− i
√
3 .

Îïðåäåëåíèå 1.5. Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà, èìåþùèõ îäèíàêîâûå
äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, à ìíèìûå ÷àñòè ðàâíûìè ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî çíàêó íàçûâàþò âçàèìíî
ñîïðÿæåííûìè. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà: z = x + yi, z = x − yi ÿâëÿþòñÿ
âçàèìíî ñîïðÿæåííûìè.

Ñîïðÿæåííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè.

1. Åñëè z äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òî z = z.
2. z1 + z2 = z1 + z2.
3. z1 · z2 = z1 · z2.
4. (z1

z2
) = z1

z2
.

5. zn = zn.
Ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ñâîéñòâ äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîä-

ñòàíîâêîé. Ïåðâîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî.
Äîêàæåì âòîðîå ñâîéñòâî. Ïóñòü z1 = a + bi, z2 = c + di. Òîãäà

z1 + z2 = a + c + (b + d)i, z1 + z2 = a + c − (b + d)i = a − bi + c − di.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ äðóãèå ñâîéñòâà.

1.2. ×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
1.2.1. Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îïðåäåëåíèå 1.5.

Åñëè êàæäîìó ÷èñëó n ∈ N � íàòóðàëüíîãî ðÿäà ÷èñåë ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå ïî îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî xn ∈ R, òî ìíîæåñòâî çàíóìåðîâàííûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
x1, x2, · · · , xn, · · · , íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü åå ñèìâîëîì {xn}
Îïðåäåëåíèå 1.6. ×èñëî à íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {xn}, åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ÷èñëà ε > 0
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ñóùåñòâóåò ÷èñëî N > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà
n > N ñïðàâåäëèâî óñëîâèå |xn − à| < ε

Óñëîâíîå îáîçíà÷åíèå

a = lim
n→∞

xn.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ èìååò ïðåäåë, íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.
Çàïèøåì ýòî îïðåäåëåíèå, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ: ∀ � îçíà÷àåò

ëþáîé èëè äëÿ ëþáîãî, ∃ � ñîîòâåòñòâóåò ñëîâàì: ñóùåñòâóåò èëè
íàéäåòñÿ.

×èñëî à íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, åñëè ∀ε >
> 0 ∃N > 0: n > N =⇒ |xn − à| < ε.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííûå ôîðìû çàïèñè.
Ïðèìåð 1.7. lim

n→∞
1
n

= 0, òàê êàê
∣∣∣ 1
n
− 0

∣∣∣ < ε ïðè n > N =
⌈1

ε

⌉
, ãäå

ñèìâîë d e � îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.
Ïðèìåð 1.8. lim

n→∞
n + 1

n
= 1, òàê êàê

∣∣∣n + 1
n

− 1
∣∣∣ = 1

n
< ε ïðè n >

> N =
⌈1

ε

⌉

Ââåäåì ïîíÿòèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé. Ïóñòü äàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {yn}. Òîãäà
ñóììîé, ðàçíîñòüþ, ïðîèçâåäåíèåì, ÷àñòíûì áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè: {xn + yn}, {xn − yn}, {xnyn}, {xn/yn} ñîîòâåòñòâåííî. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå yn 6= 0, ∀n ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ îãðàíè-
÷åííîé ñíèçó (ñâåðõó), åñëè ∃m ∈ R(∃M ∈ R) òàêîå, ÷òî äëÿ ∀xn

âûïîëíåíî óñëîâèå xn > m, (xn 6 M)
Ïðè ýòîì M è m íàçûâàþòñÿ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíÿìè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû M íàçûâàþò
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ, à ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû m íàçû-
âàþò òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ è îáîçíà÷àþò M = sup

n
xn,m = inf

n
xn

ñîîòâåòñòâåííî.
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþò äâà ñâîéñòâà òî÷íûõ ãðàíåé.
1. Åñëè A = sup

n
xn, òî ∀n xn 6 A (B = inf

n
xn ∀n xn > B)

2. ∀ε > 0 ∃N > 0 : xN > A− ε (xN < A− ε, åñëèA > 0,

xN < A + ε, åñëèA < 0).

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ñíèçó, òî åå íàçûâàþò
îãðàíè÷åííîé.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ îãðàíè-
÷åííîé, åñëè ∃A > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ∀n âûïîëíåíî óñëîâèå |xn| 6 A.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ íåîãðà-
íè÷åííîé, åñëè ∀A > 0, ∃xi ∈ {xn} : |xi| > A.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ áåñêî-
íå÷íî áîëüøîé, åñëè äëÿ ∀A > 0 ∃N > 0 : n > N =⇒ |xn| > A
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Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} íàçûâàåòñÿ áåñêî-
íå÷íî ìàëîé, åñëè äëÿ ∀ε > 0, ∃N > 0 : n > N =⇒ |αn| < ε

Áóäåì áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîçíà÷àòü ãðå÷åñêè-
ìè áóêâàìè. Îïðåäåëåíèå 1.7 îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåëîì áåñêîíå÷íî ìàëîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ íîëü ò. å. lim

n→∞
αn = 0

1.2.2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé. Òåîðåìà 1.1. Ñóììà è ðàçíîñòü äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé � ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì äâå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {αn}, {βn} Ïî îïðåäåëåíèþ 1.11 ∀ε > 0, ∃N1 > 0, : n > N1 =⇒
⇒ |αn| <

ε

2 , è ∃N2 > 0 : n > N2 =⇒ |βn| <
ε

2 . Òîãäà ïðè
n > N , ãäå N = max(N1, N2), èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ
|αn ± βn| 6 |αn| + |βn| <

ε

2 + ε

2 = ε, îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
ïåðâîãî ñâîéñòâà.¤

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.
Òåîðåìà 1.2. Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áåñêîíå÷íî ìàëîé.
Òåîðåìà 1.3. Ïðîèçâåäåíèå îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà

áåñêîíå÷íî ìàëóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
áåñêîíå÷íî ìàëîé.

Òåîðåìà 1.4. Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ÷èñëà N âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî |αn| < ε Îáîçíà÷èì ÷åðåç B íàèáîëüøåå èõ ñëåäóþùèõ
÷èñåë: ε, |α1| , |α2| , . . . , |αn−2| , |αn−1|. Â ýòîì ñëó÷àå |αn| < B äëÿ ∀n
÷òî îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.¤

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà
áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2. Ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêî-
íå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ.

Òåîðåìà 1.5. Åñëè âñå ýëåìåíòû áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îòëè÷íû îò íóëÿ (αn 6= 0 äëÿ ∀n), òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

{ 1
αn

}
� áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü

{ 1
αn

}
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {αn} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ. Ïî
îïðåäåëåíèþ 1.10 äëÿ ∀A > 0 ∃N > 0: n > N =⇒ |αn| > A. Ïóñòü
ε = 1

À . Òîãäà
1
|αn| <

1
A

= ε. Èìååì, ÷òî ∀ε > 0, ∃N > 0: n > N =⇒
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⇒
∣∣∣∣
1
|αn|

∣∣∣∣ < ε Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1.11,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ 1

αn

}
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé. ¤

1.2.3. Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ëåììà 1.1.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ÷èñëî b áûëî ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî xn =
= b + αn, ãäå {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü xn = b Îáîçíà÷èì
αn = xn − b. Ïî îïðåäåëåíèþ 1.6, lim

n→∞
xn = b, åñëè ∀ε > 0 ∃N > 0:

n > N =⇒ |xn − b| < ε. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1.11
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn = xn − b ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, ò. å. xn =
= b + αn

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü xn = b + αn, ãäå {αn} � áåñêîíå÷íî
ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, b� ÷èñëî. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 1.11
äëÿ ∀ε > 0 ∃N > 0: n > N =⇒ |xn − b | < ε. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
lim

n→∞
xn = b.¤

Òåîðåìà 1.6. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} {yn} ñõîäÿùèåñÿ,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn ± yn } òîæå ñõîäÿòñÿ. Êðîìå òîãî,
åñëè lim

n→∞
xn = a, lim

n→∞
yn = b, òî

lim
n→∞

(xn ± yn) = lim
n→∞

xn ± lim
n→∞

yn = a± b

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1.1, èìååì
xn = a + αn, yn = b + βn. Òîãäà xn ± yn = (a ± b) + (αn ± βn).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αn ± βn) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé (ñì. òåî-
ðåìà 1.1). Ïî îïðåäåëåíèþ 1.11 äëÿ ∀ε > 0 ∃N > 0: n > N =⇒
⇒ |xn ± yn − (a± b) | < ε, îòêóäà ñëåäóåò lim

n→∞
(xn ± yn ) =a± b. ¤

Òåîðåìà 1.7. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} {yn} ñõîäÿùèåñÿ,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnyn } òîæå ñõîäèòñÿ. Êðîìå òîãî, åñëè
lim

n→∞
xn = a, lim

n→∞
yn = b, òî

lim
n→∞

(xnyn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn = ab.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1, èìååì
xn = a + αn, yn = b + βn. Òîãäà xnyn = (a + αn)(b + βn) =
= (ab) + xnβn + ynαn + (αnβn). Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìàìè 1.2 è

1.3, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xnβn, ynαn, αnβn ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëû-
ìè. Òîãäà ïîëó÷àåì

lim
n→∞

(xnyn) = lim
n→∞

xn • lim
n→∞

yn = ab.¤

Ëåììà 1.2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} � ñõîäÿùàÿñÿ è èìååò
êîíå÷íûé ïðåäåë a 6= 0, òî ñ íåêîòîðîãî íîìåðà îïðåäåëåíà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü

{ 1
xn

}
, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ε = a

2 . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
� ñõîäÿùàÿñÿ. Ïîýòîìó, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N , âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî |a− xn| <

∣∣∣a2
∣∣∣. Òîãäà, èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ

è íåðàâåíñòâ |a| = |a− xn+xn| 6 |a− xn|+ |xn| <
∣∣∣a2

∣∣∣ + |xn| =⇒ |xn| >
>

∣∣∣a2
∣∣∣ , îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 1

|xn| <
2
|a| . ¤

Òåîðåìà 1.8. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} , {yn} ñõîäÿùèåñÿ ,
lim

n→∞
xn = a, lim

n→∞
yn = b 6= 0, òî

lim
n→∞

xn

yn
=

lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
= a

b

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1.1, èìååì
xn = a + αn, yn = b + βn, à ëåììà 1.2 ãëàñèò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü
{

1

yn

}
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{

xn

yn
−a

b

}
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ.

xn

yn
−a

b
=xnb− yna

ynb
= (a + αn)b− (b + βn)a

ynb
= 1

yn

(
αn − a

b
βn

)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

αn − a

b
βn

}
� áåñêîíå÷íî ìàëàÿ (òåîðåìû 1.1 è

1.2), à
{

1

yn

}
� îãðàíè÷åíà. (ëåììà 1.2). Òîãäà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{

xn

yn
−a

b

}
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→∞

xn

yn
=

lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
= a

b
.¤

Òåîðåìà 1.9. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} � ñõîäÿùàÿñÿ, òî
îíà èìååò òîëüêî îäèí ïðåäåë.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} èìååò äâà ïðåäåëà a è b. Òîãäà xn = a + αn, xn = b + βn, ãäå αn

è βn � ýëåìåíòû áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Èç äàííûõ
ñîîòíîøåíèé èìååì αn − βn = a− b. {αn − βn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, à
âåëè÷èíà a− b ïîñòîÿííàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, a− b = 0.¤

Òåîðåìà 1.10. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} � ñõîäÿùàÿñÿ, òî
îíà îãðàíè÷åíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû è ëåììû 1.1 èìååì
xn = a + αn Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, à a
� âåëè÷èíà îãðàíè÷åíà èìååì ∃A > 0∀n : |xn| 6 |a|+ |αn| < |a|+ A. ¤

1.2.4. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ. Òåîðåìà 1.11.
Åñëè lim

n→∞
xn = A , è íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N , âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî xn > a ïðè n > N , òî A > a
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî.
Ïóñòü A < a. Âîçüìåì ε = a − A. Òîãäà (îïðåäåëåíèå 1.6) ∃N > 0:
n > N =⇒ |xn −A| < a − A îòêóäà ñëåäóåò xn < a. Ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. ¤

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Åñëè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N ,
ýëåìåíòû ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} {yn} óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâó xn > yn, òî lim

n→∞
xn > lim

n→∞
yn

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2. Åñëè ýëåìåíòû ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn} íàõîäÿòñÿ íà ñåãìåíòå [a, b], òî lim

n→∞
xn ∈ [a, b]

Òåîðåìà 1.12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn} , {yn} � ñõîäÿùèåñÿ è lim

n→∞
xn = lim

n→∞
yn = a, à íà÷èíàÿ

ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó xn < zn < yn, òîãäà lim

n→∞
zn = a

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé òåîðåìû èìååì
∀ε > 0, ∃N1 > 0 : n > N1 =⇒ |xn − a| < ε è , ∃N2 > 0: n >

> N2 =⇒ |yn − a| < ε. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî xn < zn <
< yn, ïîëó÷èì xn − a < zn − a < yn − a. Åñëè âçÿòü N = maxN1, N2,
òî ïðè n > N áóäåì èìåòü |zn − a| < ε, îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
òåîðåìû.?

1.2.5. Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îïðåäåëåíèå 1.12.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùåé (íåâîçðàñòà-
þùåé), åñëè êàæäûé ÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñî
âòîðîãî, íå ìåíüøå (íå áîëüøå) ïðåäûäóùåãî. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ
âñåõ íîìåðîâ n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî xn 6 xn+1

(xn > xn+1) Åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñòðîãèå íåðàâåíñòâà xn < xn+1
(xn > xn+1) ∀n, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ âîçðàñòà-

þùåé (óáûâàþùåé) èëè ñòðîãî âîçðàñòàþùåé (ñòðîãî óáûâàþùåé).
Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ åùå ìîíîòîííûìè.
Òåîðåìà 1.13. Åñëè ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðà-

íè÷åíà ñâåðõó (ñíèçó) è A > xn (B 6 xn), òî îíà ñõîäèòñÿ è
lim

n→∞
xn = A, ( lim

n→∞
xn = B)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ âîçðàñ-
òàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïî îïðåäåëåíèþ 1.6. Åñëè xn < A, òî
∃N > 0 : xN > A − ε . Òàê êàê {xn} � âîçðàñòàþùàÿ ∀n > N , A −
− ε < xN < xn 6 A < A + ε =⇒ A − ε < xn < A + ε =⇒ ∀ε >
> 0, ∃N > 0 : n > N =⇒ |xn −A| < ε, ò. å. xn = A . ¤

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Åñëè èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà
ñåãìåíòîâ [a1; b1], · · · [an; bn], · · · , òàêàÿ, ÷òî ai−1 6 ai 6 bi 6 bi−1, i ∈
∈ [1; ∞) è lim

n→∞
(bn − an) = 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ξ,

ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì ñåãìåíòàì. Ïðè ýòîì lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an = ξ

Ïðèìåð 1.9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ 1

n

}
îãðàíè÷åíà ñíèçó

{ 1
n

> 0
}
.

lim
n→∞

1
n

= 0.
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Ïðèìåð 1.10. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
(
1+ 1

n

)n

âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïðèìåíèì ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà
(
1+ 1

n

)n

= 1+ n
1
n

+ n(n− 1)
2!

1
n2 + n(n− 1)(n− 2)

3!
1
n3 + · · ·

· · ·+ n(n− 1)(n− 2) · · · (n− (n− 1))
n!

1
nn = 2+ 1

2!

(
1− 1

n

)
+

+ 1
3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ 1

n!

(
1− 1

n

)
· · ·

(
1− n− 1

n

)

Åñëè çàïèñàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ôîðìóëó äëÿ xn+1, òî êàæäàÿ
ñêîáêà âèäà

(
1− k

n

)
<

(
1− k

n + 1

)
. Ïîýòîìó xn < xn+1 =⇒ {xn} �

âîçðàñòàþùàÿ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî 1
m!

<
1

2m−1 ïðè m > 2,
à âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ìåíüøå åäèíèöå, ïîëó÷èì

xn < 1+ 1+ 1
2 + 1

22
+ · · ·+ 1

2n−1

Ïîëó÷èëè ñóììó åäèíèöû ñ ñóììîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ó
êîòîðîé ïåðâûé ýëåìåíò ðàâåí åäèíèöå, à çíàìåíàòåëü 1/2. Ñóììà ýòîé
ïðîãðåññèè ðàâíà äâóì. Â ðåçóëüòàòå èìååì

lim
n→∞

xn < 1+ 1
1− (1/2) = 3.

Ïîëó÷èëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{(

1+ 1
n

)n}
îãðàíè÷åíà. Åå ïðåäåë

ðàâåí ÷èñëó å, êîòîðîå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ìàòåìàòèêå

lim
n→∞

(
1+ 1

n

)n

= e = 2, 718281 . . . .

Ýòîò ïðåäåë íîñèò íàçâàíèå âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà.
1.2.6. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè.. Îïðåäåëåíèå 1.13. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk} íà-
çûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} , åñëè
∀k ∈ N ∃nk ∈ N : zk = xnk

Ñëåäóåò îòìåòèòü, åñëè lim
n→∞

xn = A, òî lim
n→∞

zk = A. Èíòåðâàë (b−
− ε; b + ε) íàçûâàåòñÿ ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè b ∈ R, ãäå ε > 0.

Îïðåäåëåíèå 1.14. Òî÷êà b ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, åñëè â ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè b
èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèìåð 1.11. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sin γn} , 0 < γ < 1 íå èìååò
ïðåäåëà, íî îíà èìååò áåñêîíå÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðåäåëüíûõ
òî÷åê, òàê êàê ëþáîå ÷èñëî èç ñåãìåíòà [−1; 1] èìååì â îêðåñòíîñòè
áåñêîíå÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèìåð 1.12. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} , xn= (−1)n(1− e−n) èìå-
åò äâå ïðåäåëüíûå òî÷êè 1 è -1.
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Îïðåäåëåíèå 1.15. Íàèáîëüøàÿ ïðåäåëüíà òî÷êà íàçûâàåòñÿ
âåðõíèì ïðåäåëîì è îáîçíà÷àåòñÿ lim

n→∞
xn, à íàèìåíüøàÿ ïðåäåëüíà

òî÷êà íàçûâàåòñÿ íèæíèì ïðåäåëîì è îáîçíà÷àåòñÿ lim
n→∞

xn

Â ïðèìåðå 1.11 lim
n→∞

xn = 1, lim
n→∞

xn = −1.
Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû 1.9 ñëåäóåò, ÷òî ñõîäÿùèåñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò òîëüêî îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó, ñîâïàäàþùóþ
ñ ïðåäåëîì.

Òåîðåìà 1.14. (Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññ) Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà,
òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà aè b òàêèå, ÷òî a 6 xn 6 b. Â ñåãìåíòå [a; b]
èìååòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {xn}. Ðàçäåëèì äàííûé ñåãìåíò ïîïîëàì è âîçüìåì òó ïîëîâèíó,
â êîòîðîé èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn}. Îáîçíà÷èì ýòîò ñåãìåíò [a1; b1] . Ýòîò ñåãìåíò ñíîâà ðàçäåëèì
ïîïîëàì è âîçüìåì òó ïîëîâèíó, â êîòîðîé èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî
ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ïîëîâèíó
ñåãìåíòà [a1; b1] ÷åðåç [a2; b2]. Áóäåì ïîâòîðÿòü ýòó ïðîöåäóðó áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî ðàç. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó âëîæåííûõ ñåãìåíòîâ.
Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì ê òåîðåìå 1.13, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ξ, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì ñåãìåíòàì. Ïðè
ýòîì lim

n→∞
bn = lim

n→∞
an = ξ. Åñëè èç êàæäîãî k ñåãìåíòà âçÿòü îäíó

òî÷êó yk, òî ïîëó÷èì ñõîäÿùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}. Ïðè ýòîì
lim

k→∞
yk = ξ.¤

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò õîòÿ

áû îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó. Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êà ξ ÿâëÿåòñÿ ïðå-
äåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, â åå îêðåñòíîñòè èìååòñÿ
áåñêîíå÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé.

Òåîðåìà 1.15. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷-
êó, òî èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.14. Âîçüìåì
ñåãìåíò [a; b], âíóòðè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 1.14, ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ.

1.2.7. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé. Òåîðåìà 1.16. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn} ñõîäèëàñü ê ÷èñëó A íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
îíà áûëà îãðàíè÷åííîé è ÷òîáû åå âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû x è x
ñîâïàäàëè.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà è èìååò îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó
(Òåîðåìû 1.9, 1.10). Ñëåäîâàòåëüíî x= x

Äîñòàòî÷íîñòü. Â èíòåðâàëå (x− ε; x + ε) ñîäåðæàòñÿ âñå ýëåìåíòû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N . Òàê êàê x=
x, òî äàííûé èíòåðâàë ñîâïàäàåò ñ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè A, ò. å. A
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} .¤

Îïðåäåëåíèå 1.16 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé, åñëè ∀ε > 0 ∃N > 0; n > N , äëÿ ∀m > n =⇒ |xm − xn| <
< ε.

Òåîðåìà 1.17. (Êðèòåðèé Êîøè) Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn} ñõîäèëàñü íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà
ôóíäàìåíòàëüíîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó A, òî ∀ε > 0 ∃N > 0; n > N =⇒ |xn −A| < ε/2

Ïóñòü n > N , m > N Òîãäà, |xm − xn| = |(xm −A)− (xn −A)| 6
6 |xm −A|+ |xn −A| < ε/2+ ε/2 = ε Äîêàçàëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {xn} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ.

Ïóñòü m = n + k, k ∈ N. Òîãäà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà Nâñå
ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò íàõîäèòüñÿ âíóòðè èíòåðâàëà

(xN − ε; xN + ε). Ýòîò èíòåðâàë ñîäåðæèò èíòåðâàë (x − ε; x + ε).
Ñëåäîâàòåëüíî, x − x 6 2ε,îòêóäà ñëåäóåò x= x. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
òåîðåìîé 1.16 òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùàÿñÿ.?

1.3. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. ×òî òàêîå ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?
2. ×òî òàêîå àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?
3. Îáúÿñíèòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
4. Îáúÿñíèòå, êàêèå ôîðìû çàïèñè ñóùåñòâóþò äëÿ êîìïëåêñíûõ

÷èñåë.
5. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
6. Êàêèå òèïû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âû çíàåòå?
7. Ïåðå÷èñëèòå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
8. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
9. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
10. Êàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé?
11. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå âåðõíåãî è íèæíåãî ïðåäåëîâ.
12. Êàêèì óñëîâèÿì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü, ÷òîáû îíà áûëà ñõîäÿùåé?
13. Êàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé?
14. Â êàêîì ñëó÷àå ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿ-

ùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü?
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1.4. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷

1.1. Äîêàçàòü, ÷òî lim
n→∞

3n− 2
2n− 1 = 3

2 (óêàçàòü N(ε)).
Ðåøåíèå: Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ðàññìîòðèì ìîäóëü ðàçíî-

ñòè ìåæäó n-ì ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ÷èñëîì 3
2 :

∣∣∣3n− 2
2n− 1 −

3
2

∣∣∣ =
∣∣∣∣
2(3n− 2)− 3(2n− 1)

2(2n− 1)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
6n− 4− 6n + 3

2(2n− 1)

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣

−1
2(2n− 1)

∣∣∣∣ = 1
2(2n− 1) .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìû äîëæ-
íû óêàçàòü íîìåð N òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

1
2(2n− 1) < ε.

Äëÿ îòûñêàíèÿ íîìåðà N ðåøèì ýòî íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî n.

n >
1
4ε + 1

2 .

Â êà÷åñòâå N ìîæíî âçÿòü ëþáîå öåëîå ÷èñëî èç ñèãüåíòà öåëóþ ÷àñòü
÷èñëà [ 14ε + 1

2 ;∞]: Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ε 6 0, 5, 1
4ε + 1

2 > 1, òîãäà N > 1.

Åñëè ε > 0, 5, òî íåðàâåíñòâî 1
2(2n− 1) < ε. âûïîëíåíî äëÿ ∀n ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ∃N > 0 òàêîé,
÷òî ∀n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∣∣∣3n− 2
2n− 1 −

3
2

∣∣∣ < ε.
Ýòî îçíà÷àåò (ïî îïðåäåëåíèþ 1.6 ), ÷òî

lim
n→∞

3n− 2
2n− 1 = 3

2 .

1.2. Âû÷èñëèòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè lim
n→∞

(3− n)2 − (2− n)2

(3− n)2 + (3+ n)2
.

Ðåøåíèå: Â äàííîì ïðèìåðå èìååì íåîïðåäåëåííîñòü òèïà ∞−∞.

lim
n→∞

(3− n)2 − (2− n)2

(3− n)2 + (3+ n)2
= lim

n→∞
9− 6n + n2 − (4− 4n + n2)

9− 6n + n2 + (9+ 6n + n2)
=

= lim
n→∞

5− 2n
2n2 + 18

= lim
n→∞

5
n
− 2

(
2n +

18
n

) = 0,

òàê êàê
{ 5

n

}
− áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, à

{
2n + 18

n

}
−áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
1.3. (ðàñêðûòèå íåîïðåäåëåííîñòè òèïà ∞∞ )
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Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
n→∞

3√
n2 −

√
n2 + 5

5√
n7 −

√
n + 1

.
Ðåøåíèå: Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà, çàìåíèâ

ðàäèêàëû ðàöèîíàëüíûìè ñòåïåíÿìè:

3√
n2 −

√
n2 + 5

5√
n7 −

√
n + 1

=
n
2
3 −

(
n2 + 5

) 1
2

n
7
5 − (n + 1)

1
2

= ...

Öåëü äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé � âûíåñåíèå ñòàðøèõ ñòåïåíåé ïå-
ðåìåííîé n çà ñêîáêè â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå:

... =
n
2
3 − n

(
1+

5
n2

) 1
2

n
7
5 − n

1
2

(
1+

1
n

) 1
2

=
n ·

(
1

n
1
3
−

(
1+

5
n2

) 1
2
)

n
7
5

(
1− 1

n
9
10

(
1+

1
n

) 1
2
) =

=

(
1

n
1
3
−

(
1+

5
n2

) 1
2
)

n
2
5

(
1− 1

n
9
10

(
1+

1
n

) 1
2
) = 1

n
2
5

(
1

n
1
3
−

(
1+

5
n2

) 1
2
)

(
1− 1

n
9
10

(
1+

1
n

) 1
2
) .

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè òåîðåì 1.6-1.8

lim
n→∞

1

n
2
5

(
1

n
1
3
−

(
1+

5
n2

) 1
2
)

(
1− 1

n
9
10

(
1+

1
n

) 1
2
) = lim

n→∞
1

n
2
5

lim
n→∞

(
1

n
1
3
−

(
1+

5
n2

) 1
2
)

lim
n→∞

(
1− 1

n
9
10

(
1+

1
n

) 1
2
) ,

êîòîðûå ïîçâîëþþò ðàññìîòðåòü îòäåëüíî ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

lim
n→∞

(
1+ 5

n2

) 1
2

= 1; lim
n→∞

(
1+ 1

n

) 1
2

= 1; lim
n→∞

1

n
9
10

= 0; lim
n→∞

1

n
1
3

= 0;

lim
n→∞

1

n
2
5

= 0, òàê êàê
{ 1

nα

}
−áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü, ïðè α > 1.Òàêèì îáðàçîì, äàííûé ïðåäåë èìååò çíà÷åíèå:
lim

n→∞

3√
n2 −

√
n2 + 5

5√
n7 −

√
n + 1

= [∞∞ ] = 0.

1.4. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
n→∞

n
(√

n2 − 2n −
√

n2 − 1
)
.

Ðåøåíèå: Èìååì íåîïðåäåëåííîñòü òèïà ∞−∞. Óìíîæèì è ðàç-
äåëèì íà "ñîïðÿæåííîå âûðàæåíèå":

lim
n→∞

n
(√

n2 − 2n −
√

n2 − 1
)

=
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= lim
n→∞

n
(√

n2 − 2n −
√

n2 − 1
) (√

n2 − 2n +
√

n2 − 1
)

(√
n2 − 2n +

√
n2 − 1

) =

= lim
n→∞

n
(
n2 − 2n− (n2 − 3)

)
(√

n2 − 2n +
√

n2 − 1
) = lim

n→∞
n (3− 2n)(√

n2 − 2n +
√

n2 − 1
) .

Äàííûé ïðåäåë, ïðè n→∞, èìååò íåîïðåäåëåííîñòü òèïà ∞∞ . Âûíåñåì
çà ñêîáêè ïåðåìåííóþ n â ñòàðøåé ñòåïåíè

lim
n→∞

n2
(
3− 2

n

)

n

(√
1− 2

n
+

√
1− 1

n2

) = lim
n→∞

n · lim
n→∞

(
3− 2

n

)

(√
1− 2

n
+

√
1− 1

n2

) =∞,

òàê êàê {n}−áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à
{ 2

n

}
,

{ 1
n2

}
−

áåñêîíå÷íî ìàëûå.
1.5. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim

n→∞
2n − 5n+1

2n+1 + 5n+2 .

Ðåøåíèå: Äàííûé ïðåäåë èìååò íåîïðåäåëåííîñòü òèïà
( ∞
∞

)
. Âû-

íåñåì çà ñêîáêè ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ ñ íàèáîëüøèì îñíîâàíèåì

lim
n→∞

2n − 5n+1

2n+1 + 5n+2 = lim
n→∞

5n
((2

5

)n

− 5
)

5n
(
2 ·

(2
5

)n

+ 25
) = lim

n→∞

(2
5

)n

− 5

2 ·
(2
5

)n

+ 25
= −1

5 ,

òàê êàê
{(2

5

)n}
−áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîãäà îñíîâà-

íèå ìåíüøå 1.
1.6. Âû÷èñëèòü lim

n→∞
1+ 2+ 3+ ... + n

n− n2 + 3
.

Ðåøåíèå: Òàê êàê 1 + 2 + 3 + ... + n = n (n + 1)
2 � ñóììà ÷ëåíîâ

àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïîëó÷àåì

lim
n→∞

n (n + 1)
2

n− n2 + 3
= lim

n→∞
1
2

n2 + n

n− n2 + 3
= lim

n→∞
1
2

n2
(
1+

1
n

)

n2
( 1

n
− 1+

3
n2

) =

= lim
n→∞

1
2

1+
1
n

1
n
− 1+

3
n2

= −1
2 .

.

Â ñèëó òîãî, ÷òî
{ 1

n

}
,

{ 3
n2

}
� áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

èìååì
lim

n→∞
1+ 2+ 3+ ... + n

n− n2 + 3
=

(∞
∞

)
= −1

2 .
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1.7. (Ðàñêðûòèå íåîïðåäåëåííîñòè 1∞). Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
n→∞

(
n2 − 1

n2

)n+1
.

Ðåøåíèå: Âû÷èñëÿÿ ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñòîÿùåé â îñíîâà-
íèè lim

n→∞
n2 − 1

n2 =
(∞
∞

)
= 1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî â äàííîé çàäà÷å èìååò

ìåñòî íåîïðåäåëåííîñòü òèïà 1∞. Äëÿ åå ðàñêðûòèÿ âîñïîëüçóåìñÿ II
çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì, äëÿ ÷åãî âûïîëíèì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ:

lim
n→∞

(
n2 − 1

n2

)n+1
= lim

n→∞

(
1+ n2 − 1

n2 − 1
)n+1

=

= lim
n→∞

(
1+ n2 − 1− n2

n2

)n+1
= lim

n→∞

(
1+ −1

n2

)n+1
=

= lim
n→∞

[(
1+ −1

n2

)−n2]n+1
−n2

.

Ðàññìîòðèì ïðåäåë lim
n→∞

[
1+ −1

n2

]−n2

= (1∞). Ïîëîæèì t = −n2. Ïðè

n → ∞ t → −∞, èìååì lim
t→−∞

(
1+ 1

t

)t

= e. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

ðàâåíñòâà lim
n→∞

n + 1
−n2 =

(∞
∞

)
= lim

n→∞

(
− 1

n
− 1

n2

)
= 0, ïîëó÷àåì

lim
n→∞

(
n2 − 1

n2

)n+1
= e0 = 1.

1.5. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Äîêàçàòü, ÷òî lim
n→∞

an = a (óêàçàòü N(ε)). ( âîñïîëüçóéòåñü
îïðåäåëåíèåì 1.2 è ðàçîáðàííûì ïðèìåðîì 1.1).

a) an = 7n + 4
2n + 1 , a = 7

2 ; á) an = 5n + 15
6− n

, a = −5; â) an = 3n3

n3 − 1
, a = 3.

Âû÷èñëèòü ïåðåäåëû ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
2. a) 3n3 + 2n2 + 5

n3 + 5n2 + 6n + 8
; á)2n

2 + 5n + 7
n3 + 6n + 8

; â) n3 + 5n2 + 7
n2 + 6n + 8

.

3. a) (3− n)4 − (2− n)4

(1− n)3 − (1+ n)3
; á) (3− n)3

(n + 1)2 − (n + 1)3
; â) (n + 1)3 − (n− 1)3

n2 + 1
.

4. a)
√

n3+1−√n− 1
3
√

n3+1+
√

n− 1
; á) 6n3−

√
n5+1√

4n6+3−n
; â)

(
n−

√
5+ n2

)
.
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5. a)
(

n− 1
n + 3

)n+2
; á)

(
2n2 + 2
2n2 + 1

)n2

; â)
(

n + 3
n + 5

)n+4
.

6. a) 3n + 6n+1

3n−1 − 6n−1 ; á) 2
n+2 + 7n+1

2n−1 − 7n
; â) 3n + 9n+1

3n−1 + 9n−1 .

1.5.1. Îòâåòû. 2. à)3 , á)0, â)∞; 3. à)2, á)1, â)3; 4. à)1,
, á)3, â)0;

5. à)e−4, á)e1/2, â)e−2; 6. à)− 36, á)− 7, â)81.



Ëåêöè ÿ 2
ÔÓÍÊÖÈÈ

2.1. Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè
Îïðåäåëåíèå 2.1. Åñëè êàæäîìó çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé x ∈ X ⊂ R

ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïî èçâåñòíîìó çàêîíó íåêîòîðîå ÷èñëî
y ∈ Y ⊂ R, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíà âåùåñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ y = f(x). Ìíîæåñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ îáëàñòÿìè
îïðåäåëåíèÿ è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = f(x), îïðåäåëåííóþ íà íåêîòîðîì ìíîæå-
ñòâå X è òî÷êó a ∈ X. Ýòà òî÷êà ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó
X, íî ëþáàÿ ε-îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè ñîäåðæèò òî÷êè ìíîæåñòâà X,
îòëè÷íûå îò a

Ïðèâåäåì äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè â òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 2.2.
1. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïåðåäåëîì ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x =

= a, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} çíà÷åíèé àðãóìåíòà
x, îòëè÷íûõ îò a è ñõîäÿùåé ê a, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé
ôóíêöèè {f(xn)} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó b

2. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïåðåäåëîì ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x = a,
åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 : |x− a| < δ =⇒ |f(x)− b| < ε.

Óñëîâíîå îáîçíà÷åíèå òàêîå æå, êàê äëÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè

lim
x→a

f(x) = b.

Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå èìååò ìåñòî, åñëè àðãóìåíò ñòðåìèòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.3. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïåðåäåëîì ôóíêöèè y =
= f(x) ïðè x →∞ , åñëè äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {xn} çíà÷åíèé àðãóìåíòà x ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷å-
íèé ôóíêöèè {f(xn)} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó b

Óñëîâíîå îáîçíà÷åíèå

lim
x→∞

f(x) = b.

×àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëèòü îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû,
êîãäà x ñòðåìèòñÿ ê ÷èñëó a ñëåâà èëè ñïðàâà.
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Îïðåäåëåíèå 2.4. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðàâûì (ëåâûì) ïåðåäåëîì
ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x = a , åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {xn} çíà÷åíèé àðãóìåíòà x > a (x < a), îòëè÷íûõ îò
a è ñõîäÿùåé ê a, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè {f(xn)}
ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó b

Óñëîâíîå îáîçíà÷åíèå ïðàâîãî è ëåâîãî ïðåäåëîâ:

lim
x→a+0

f(x) = b, lim
x→a−0

f(x) = b.

2.1.1. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè, êîòîðûå
èìåþò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðåì 1.6-1.8,
ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ôóíêöèè f(x) è g(x), èìåþùèå
ïðåäåë â òî÷êå a

lim
x→a

f(x) = b, lim
x→a

g(x) = c (2.1)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
1. lim

x→a
(f(x)± g(x)) = lim

x→a
f(x)± lim

x→a
g(x) = b± c,

2. lim
x→a

(f(x) · g(x)) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x) = b · c,
3. lim

x→a
(f(x)/g(x)) = lim

x→a
f(x)/ lim

x→a
g(x) = b/c, c 6= 0.

(2.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé òåîðåìû èìååì ðà-
âåíñòâà (2.1). Èç îïðåäåëåíèÿ 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{f(xn} , {g(xn)} ñõîäÿòñÿ ê ÷èñëàì b è c, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} ñõîäèòñÿ ê a. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìàìè 1.6-1.8 , åñëè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {xn} èìååò ïðåäåëîì ÷èñëîa, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{f(xn)± g(xn)} , {f(xn) · g(xn)} , {f(xn)/g(xn)}
èìåþò ïðåäåëû b± c, b · c, b/c, c 6= 0 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, èç îïðåäå-
ëåíèÿ 2.1 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà (2.2).¤

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ ïî ôîðìóëàì (2.2) ÷àñòî âîçíèêàþò
íåîïðåäåëåííîñòè ñëåäóþùåãî âèäà: [∞−∞], [0 · ∞],

[0
0

]
,
[∞
∞

]
. Èíû-

ìè ñëîâàìè, êîãäà âû÷èñëÿåòñÿ ïðåäåë îò èñõîäíîé ôóíêöèè, òî ìîæåò
ïîëó÷èòüñÿ îäíà èç âîçìîæíûõ íåîïðåäåëåííîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå
íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òîáû íåîïðå-
äåëåííîñòü èñ÷åçëà.

Ïðèìåð 2.1.
a) Âû÷èñëèòü ïðåäåë ôóíêöèè

lim
x→∞

2x3 + 3x2 + 5
4x3 + 5x2 + 3x

=
lim

x→∞
(x3 + 3x2 + 5)

lim
x→∞

(4x3 + 5x2 + 3x)
=

[∞
∞

]
.
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Èìååì íåîïðåäåëåííîñòü. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíóþ ôóíêöèþ. Âûíåñåì
x3 çà ñêîáêè è ñîêðàòèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà x3, â ðåçóëüòàòå
÷åãî ïîëó÷èì

lim
x→∞

2+
3
x

+
5
x2

4+
5
x

+
3
x2

=
2+ lim

x→∞
3
x

+ lim
x→∞

5
x2

4+ lim
x→∞

5
x

+ lim
x→∞

3
x2

= 1
2 .

á) lim
x→1

x2 − 3x + 2
x2 − 4x + 3

=
[0
0

]
.

Ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåíû íà ìíîæèòåëè

lim
x→1

x2 − 3x + 2
x2 − 4x + 3

= lim
x→1

(x− 2)(x− 1)
(x− 3)(x− 1) = lim

x→1
x− 2
x− 3 = 1

2 .

â) lim
x→3

x2 + x− 12√
x− 2 −

√
4− x

=
[0
0

]
.

×èñëèòåëü ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè è óìíîæèì è ðàçäåëèì íà "ñîïðÿ-
æåííîå"âûðàæåíèå çíàìåíàòåëÿ

lim
x→3

x2 + x− 12√
x− 2 −

√
4− x

=
[0
0

]
= lim

x→3
(x + 4)(x− 3)(

√
x− 2 +

√
4− x )

(
√

x− 2 −
√
4− x )(

√
x− 2 +

√
4− x )

=

= lim
x→3

(x + 4)(x− 3)(
√

x− 2 +
√
4− x )

2x− 6 =

= lim
x→3

(x + 4)(
√

x− 2 +
√
4− x )

2 = 7.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå òèïû íåîïðåäåëåííîñòè, êîãäà âû÷èñëÿþòñÿ ïðå-
äåëû âèäà lim

x→a
f(x)g(x). Ìîãóò âîçíèêíóòü ñëåäóþùèå íåîïðåäåëåííûå

ñèòóàöèè. [1∞], ò. å. lim
x→a

f(x) = 1, lim
x→a

g(x) = ∞, [00], [∞0]

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ lim
x→a

f(x)g(x), â êîòîðûõ âîçíèêàåò
íåîïðåäåëåííîñòü, ïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì. Ââåäåì îáîçíà-
÷åíèå y = f(x)g(x). Ëîãàðèôìèðóåì ñëåâà è ñïðàâà. lny = g(x)lnf(x),
îòêóäà ïîëó÷àåì y = eg(x)lnf(x). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè âûðàæåíèå,
ïðåäåë êîòîðîãî ìîæíî âû÷èñëèòü, ëèáî ïîëó÷èì íåîïðåäåëåííîñòè
âèäà

[0 · ∞],
[0
0

]
,
[∞
∞

]
.

2.1.2. Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 2.5. Ôóíêöèè y = β(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â
òî÷êå x = a, åñëèβ(x) = 0.

Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè îáëàäàþò òàêèìè æå ñâîéñòâàìè, êàê è
áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (òåîðåìû 1.1-1.5).

Ïóñòü α(x) èβ(x) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ôóíêöèÿìè â òî÷êå
x = à
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Îïðåäåëåíèå 2.6. Ôóíêöèè α(x)íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì β(x) (èìååò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê
ìàëîñòè), åñëè lim

x→a

α(x)

β(x)
= 0.

Óñëîâíî ýòî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå α(x) = î(β(x)).
Îïðåäåëåíèå 2.7. Ôóíêöèè α(x), β(x) íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî

ìàëûìè îäíîãî ïîðÿäêà, åñëè lim
x→a

α(x)

β(x)
ñóùåñòâóåò è ðàâåí êîí-

ñòàíòå.
Îïðåäåëåíèå 2.8. Ôóíêöèè α(x), β(x) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-

íûìè áåñêîíå÷íî ìàëûìè, åñëè lim
x→a

α(x)

β(x)
= 1.

Åñëè äâå áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíû, òî ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ïðåäåëîâ îäíó ôóíêöèþ ìîæíî çàìåíÿòü äðóãîé.

Ïðèâåäåì òàáëèöó ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ â ïðè x → 0
1) sinx ∼ x; 4) arctg x ∼ x; 7) ln(1+ x) ∼ x;
2) tg x ∼ x; 5) ex − 1 ∼ x; 8) loga(1+ x) ∼ x

lna
;

3) arcsin x ∼ x; 6) ax − 1 ∼ xlna.
Ïîëüçóÿñü ýòîé òàáëèöåé, ëåãêî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
x→0

sinx

x
. lim

x→0
sinx

x
= lim

x→0
x

x
= 1 Ýòîò ïðåäåë íîñèò íàçâàíèå ïåðâîãî

çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà.
Åñëè α(x) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x = 0, òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-

ùàÿ òàáëèöà
1) sinα(x) ∼ α(x); 4) arctg α(x) ∼ α(x); 7) ln(1+ α(x)) ∼ α(x);
2) tg α(x) ∼ α(x) 5) eα(x) − 1 ∼ α(x); 8) loga(1+ α(x)) ∼ α(x)x

lna
;

3) arcsin α(x) ∼ x; 6) aα(x) − 1 ∼ α(x)lna.
Ïðèìåð 2.2.

à) lim
x→0

1− cosx

x2 = lim
x→0

2sin2 x

2
x2 = lim

x→0

2
(

x

2

)2

x2 = 1
2 ;

á) lim
x→0

ln(1+ x2)

arctg(x2)
= lim

x→0
x2

x2 = 1;

â) lim
x→0

sin
( 5

x

)

ln
(
1+

1
x

) = lim
x→0

5
x
1
x

= 5.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëü-
øîé â òî÷êå x = a ñïðàâà (ñëåâà), åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {xn}x > a (x < a) ñõîäÿùåé ê òî÷êå x = a, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çíà÷åíèé ôóíêöèè {f(xn)} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ îïðåäåëåííîãî çíàêà.

Ôóíêöèÿ y = 1
x− 1 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé è ñëåâà è ñïðàâà

ïðè x → ±1. lim
x→1+0

1
x− 1 = +∞, lim

x→1−0
1

x− 1 = −∞.
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Îïðåäåëåíèå 2.10. Ôóíêöèè f(x)èìååò â òî÷êå x = a áîëåå
âûñîêèé ïîðÿäîê ðîñòà, ÷åì ϕ(x) ñïðàâà (ñëåâà) åñëè ôóíêöèÿ f(x)

ϕ(x)
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ñïðàâà (ñëåâà) â òî÷êå x = a.

Óñëîâíî ýòî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå α(x) = î(β(x)).
Îïðåäåëåíèå 2.11. Ôóíêöèè f(x), ϕ(x) èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿ-

äîê ðîñòà ñïðàâà (ñëåâà) â òî÷êå x = a, åñëè lim
x→a

f(x)

ϕ(x)
ñïðàâà (ñëåâà)

ñóùåñòâóåò è ðàâåí êîíñòàíòå.
Ïðèìåð 2.3.
à) Ôóíêöèè f(x) = x2 + 1

x2 èϕ(x) = 1
x2 èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê

ðîñòà ñëåâà è ñïðàâà â òî÷êå x = 0, òàê êàê

lim
x→0

f(x)

ϕ(x)
= lim

x→0
(x2 + 1) = 1

á) Ôóíêöèè f(x) = x2 + 1
x− 1 èϕ(x) = 1

x− 1 èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê
ðîñòà ñëåâà è ñïðàâà â òî÷êå x = 1, òàê êàê

lim
x→1

f(x)

ϕ(x)
= lim

x→0
(x2 + 1) = 2

2.2. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 2.12. Ôóíêöèè y = f(x), îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè a, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êè a, åñëè ∃ lim

x→a
f(x) =

= f(a)
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî lim

x→a
x = a, ïîëó÷èì

lim
x→a

f(x) = f( lim
x→a

x) = f(a).

Ïðèâåäåì äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â
òî÷êå.

Ðèñ. 2.1. Ðèñ. 2.2.
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Îïðåäåëåíèå 2.13. Ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â
òî÷êè a,åñëè åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} çíà÷åíèé
àðãóìåíòà x, ñõîäÿùåé ê a, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè
{f(xn)} ñõîäèòñÿ ê ëîêàëüíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè f(a)

Îïðåäåëåíèå 2.14. Ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â
òî÷êè a,åñëè ∀ε > 0 ∃δ(x, ε) > 0 : |x− a| < δ(x, ε) =⇒ |f(x)− f(a)| <
< ε

Ñðàâíèòå äâà ðèñóíêà. Íà ðèñ. 2.1, êàêóþ áû ìû íå âçÿëè ε- îêðåñò-
íîñòü äëÿ çíà÷åíèÿ f(a), âñåãäà ∃δ(x, ε) > 0 : |x− a| < δ(x, ε) =⇒

=⇒ |f(x)− f(a)| < ε Íà ðèñ 2.2 ñóùåñòâóåò äâà çíà÷åíèÿ f(a).
f(x) = f1(a), f(x) = f2(a). Äëÿ äàííîé ôóíêöèè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
∃δ(x, ε) > 0 : x > a |x− a| < δ(x, ε) =⇒ |f(x)− f1(a)| < ε

∃δ(x, ε) > 0 : x < a |x− a| < δ(x, ε) =⇒ |f(x)− f2(a)| < ε

Â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ñïðàâà â òî÷êå a è ñëåâà.
Îäíàêî, îíà íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a. Åñëè áû, íàïðèìåð
f2(a) íå ñóùåñòâîâàëî, òî ôóíêöèÿ áóäåò íåïðåðûâíîé ñïðàâà, à ñëåâà
îíà áûëà áû íå íåïðåðûâíîé â òî÷êå a.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèåì äëÿ ïðîâåðêè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â
òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
x→a+0

f(x) = lim
x→a−0

f(x) = f(a). (2.3)

Ðèñ. 2.3. Ðèñ. 2.4.

Íà ðèñ. 2.3 âûïîëíåíî óñëîâèå lim
x→a+0

f(x) = lim
x→a−0

f(x) = 0. Îäíà-
êî, çíà÷åíèÿ f(0) íå ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ â òî÷êå x=0
íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Íà ðèñ. 2.4 ïðåäåëû ñïðàâà è ñëåâà ðàâíû
áåñêîíå÷íîñòè, à ôóíêöèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè íå îïðåäåëåíà.

Îïðåäåëåíèå 2.15. Åñëè lim
x→a+0

f(x) = lim
x→a−0

f(x), à ôóíêöèÿ f(a)

íå îïðåäåëåíà, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò óñòðàíèìûé ðàçðûâ.
Åñëè lim

x→a+0
f(x) = α, α = const., lim

x→a−0
f(x) = β, β = const., α 6= β,

òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ â òî÷êå x=a ïåðâîãî ðîäà.
Åñëè õîòÿ áû îäèí ïðåäåë ñëåâà èëè ñïðàâà ðàâåí ∞èëè−∞, òî

ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò ïðåäåë âòîðîãî ðîäà.
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Ïðèìåð 2.4. a) y =
{ |x| , åñëèx 6= 0,

2, åñëèx = 0. Ýòà ôóíêöèÿ èìååò óñòðà-
íèìûé ðàçðûâ â òî÷êå x=0. Åñëè äîîïðåäåëèòü ôóíêöèþ ó = 0 ïðèx =
= 0, òî ðàçðûâ óñòðàíÿåòñÿ.

á) y =
{

x, åñëèx < 0,
2+ x2, åñëèx > 0. èìååì lim

x→0−0
x = 0, lim

x→0+0
(2+ x2) =

= 2.
Ýòà ôóíêöèÿ â òî÷êå x=0 èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà.
â) y = 21/x. lim

x→0−0
21/x = 0, lim

x→0+0
21/x = +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, èìå-

åì ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà â òî÷êå x=0.
Îïðåäåëåíèå 2.16. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíîé, åñëè ∀ε > 0 ∃δ(x, ε) > 0, çàâèñÿùåå òîëüêî îò ε òà-
êîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x

′ ,x′′ , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ

∣∣x′′ − x
′∣∣ < δ(ε) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∣∣f(x
′′
)− f(x

′
)
∣∣ < ε.

2.2.1. Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü
ôóíêöèè f(x), g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x=a. Òîãäà, ôóíêöèè: f(x)±
± g(x), f(x) · g(x), f(x)/ g(x) òîæå íåïðåðûâíû â òî÷êå x=a, ïðè
óñëîâèè, ÷òî ïðè äåëåíèè g(a) 6= 0

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåïðåðûâíîñòü
ôóíêöèé f(x), g(x), èìååì lim

x→a
f(x) = f(a), lim

x→a
g(x) = g(a). Òîãäà, ïî

ñâîéñòâó ïðåäåëîâ (òåîðåìà 2.1) lim
x→a

(f(x)± g(x)) = f(a) + g(a)

lim
x→a

(f(x) • g(x)) = f(a) • g(a), lim
x→a

(f(x)/g(x)) = f(a)/g(a). ¤

Ïóñòü çàäàíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = f(z), z = ϕ(x).
Òåîðåìà 2.3. Åñëè ôóíêöèÿ z = ϕ(x) íåïðåðûâíà â òîë÷êå x=a,

à ôóíêöèÿ y = f(z) íåïðåðûâíà â òî÷êå b, ãäå b= ϕ(a), òî ñëîæíàÿ
ôóíêöèÿ y = f(ϕ(x)) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé òåîðåìû èìååì. Äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} çíà÷åíèé àðãóìåíòà x, ñõîäÿùåé ê à
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè {ϕ(xn)} ñõîäèòñÿ ê ëîêàëüíîìó
çíà÷åíèþ ôóíêöèè b = ϕ(a) (îïðåäåëåíèå 2.13). Ôóíêöèÿ y = f(z)
íåïðåðûâíà â òî÷êå b. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ(xn)} ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ àðãóìåíòà z. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{f(ϕ(xn)) } ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó f(ϕ(à)).¤

Ýòà òåîðåìà äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü ïðåäåëû ñëîæíûõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé lim

x→a
(f(ϕ(x)) = f( lim

x→a
ϕ(x)) =

= f(ϕ(a)).

Ïðèìåð 2.5. lim
x→a

log4

(
1+ lim

x→a

3x2 + x

x2 + 4

)
= log4

(
1+ 3x2 + x

x2 + 4

)
=

= log4


1+

3+
1
x

1+
4
x2


 = 1.

2 Öûêóíîâ À. Ì.
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Ïðèìåð 2.6. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→∞

(
1+ 1

x

)x

, êîòîðûé
íàçûâàåòñÿ âòîðûì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì. Ïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì
ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè òèïà [1∞]. y =

(
1+ 1

x

)x

=⇒ lny =

= xln
(
1+ 1

x

)
, y = e

xln
(
1+ 1

x

)
=⇒ lim

x→∞

(
1+ 1

x

)x

= e
lim

x→∞
xln

(
1+ 1

x

)
=

= e
lim

x→∞
x lim

x→∞
ln

(
1+ 1

x

)
. Àðãóìåíò 1

x
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òîãäà

ln
(
1+ 1

x

)
∼ 1

x
=⇒ e

lim
x→∞

xln
(
1+ 1

x

)
= e

lim
x→∞

x
1
x = e. Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü ðàâåíñòâî lim
x→−∞

(
1+ 1

x

)x

= å

2.2.2. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà ñåãìåíòå (îòðåçêå). Îïðå-
äåëåíèå 2.16. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå
ñåãìåíòà [a; b], òî îíà íåïðåðûâíà íà âñåì ñåãìåíòå.

Òåîðåìà 2.3. ( Òåîðåìà î ñîõðàíåíèè çíàêà) Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x)
íåïðåðûâíà â òî÷êå x=a, f(a) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò ε-îêðåñòíîñòü
òî÷êè a, â êîòîðîé ôóíêöèÿ èìååò çíàê, ñîâïàäàþùèé ñî çíàêîì
f(a).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà
∀ε > 0 ∃δ > 0 : |x− a| < δ =⇒ |f(x)− f(a)| < ε Âûáåðåì âåëè÷èíó ε
èç óñëîâèÿ ε < |f(a)|. Òîãäà, èç íåðàâåíñòâà |f(x)− f(a)| < ε ïîëó÷èì
ε + f(a) < f(x) < ε + f(a), îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.¤

Òåîðåìà 2.4. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå
[a; b], è íà êîíöàõ îòðåçêà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, òî

∃c ∈ [a; b] : f(c) = 0
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f(b) > 0, f(a) < 0 Åñëè ôóíêöèÿ
y = f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a; b] òî ãðàôèê ôóíêöèè íåïðå-
ðûâíàÿ êðèâàÿ. Ãðàôèê íå ìîæåò ïåðåéòè èç íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè â âåðõíåþ, íå ïåðåñåêàÿ, õîòÿ áû â îäíîé
òî÷êå, îñü àáñöèññ. Ñëåäîâàòåëüíî, ∃c ∈ [a; b] : f(c) = 0.¤

Òåîðåìà 2.5. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå
[a; b], è f(a) < C < f(b), ãäå Ñ � ëþáîå ÷èñëî, òî ∃c ∈ [a; b] : f(c) = Ñ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ
ψ(x) = f(x)− C =⇒ ψ(a) = f(a)− C < 0, ψ(b) = f(b)− C > 0.

Ôóíêöèÿ ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.4. Ñëåäîâàòåëüíî,
∃c ∈ [a; b] : ϕ(c) = 0 =⇒ f(c)− C = 0 =⇒ f(c) = C.¤

Òåîðåìà 2.6. (ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) Åñëè ôóíêöèÿ y =
= f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a; b], òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì
ñåãìåíòå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ íå
îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Òîãäà äëÿ ∀A > 0 ∃c ∈ [a; b] : f(c) < A Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çíà÷åíèé àðãóìåíòà
x ∈ [a; b], ñõîäÿùàÿ ê òî÷êå x = c Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1.5,
èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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{xnk
}, ñõîäÿùóþ ê òî÷êå x = c. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {f(xnk
)} äîëæíà ñõîäèòüñÿ ê çíà÷åíèþ f(c), êîòîðîå ÿâëÿåò-

ñÿ íåîãðàíè÷åííûì. Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû
ôóíêöèÿ f(x)íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a; b],à, ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå
x = c ∈ [a; b]ïðàâîñòîðîííèé è ëåâîñòîðîííèé ïðåäåëû äîëæíû áûòü
ðàâíû è èìåòü êîíå÷íîå çíà÷åíèå Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.¤

Òåîðåìà 2.7. (âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) Åñëè ôóíêöèÿ y =
= f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a; b], òî îíà äîñòèãàåò íà ýòîì
ñåãìåíòå ñâîèõ òî÷íûõ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü sup
x∈[a;b]

f(x) = M Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ôóíêöèÿ íå äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ M . Òîãäà M − f(x) > 0. Ââåäåì
âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ϕ(x) = 1

M − f(x)
. Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà

íà çàäàííîì ñåãìåíòå ïî ñâîéñòâàì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ïî òåîðåìå
2.6, îíà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Òîãäà ∃B : 1

M − f(x)
6 B. Ðàçðåøèâ

ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì f(x) 6 M − 1
B
. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì íåðà-

âåíñòâîì, ÷èñëî M íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ. Ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò òåîðåìó.¤

Òåîðåìà 2.8. (òåîðåìà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè) Åñëè ôóíê-
öèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a; b], òî îíà ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà ýòîì ñåãìåíòå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
|f(x

′′
)− f(x

′
)| < ε. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî δ = 1/n,n = 1,n > 0 íàéäóò-

ñÿ òî÷êè x
′′
n,x

′
n òàêèå, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà |x′′n − x

′
n| < 1/n

áóäåò ñïðàâåäëèâî |f(x
′′
)− f(x

′
)| > ε. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x

′
n ìîæ-

íî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü x
′
nk

), êîòîðàÿ áóäåò ñõîäèòñÿ ê
íåêîòîðîé òî÷êè c. Åñëè òåïåðå âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü x

′′
nk

)
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x

′′
n, òî ýòà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîæå äîëæíà

ñõîäèòñÿ ê òî÷êå c, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå c. Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(x

′′
nk

)− f(x
′
nk

) áóäåò áåñêîíå÷íî ìàëîé, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò óñëîâèþ |f(x

′′
nk

)− f(x
′
nk

)| > ε.¤

2.3. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ î ïðåäåëå ôóíêöèè.
2. Êàêèìè àðèôìåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò ïðåäåëû ôóíê-

öèè?
3. Êàê ñðàâíèâàþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå

ôóíêöèè?
4. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè.
5. Äîêàæèòå òåîðåìó î ñâîéñòâàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé â òî÷êå.
6. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ñîõðàíåíèè çíàêà.

2*
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7. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà.

2.4. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷

2.1. Äîêàçàòü lim
x→−3

2x2 + 5x− 3
x + 3 = −7(íàéòè δ(ε)).

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ìîäóëü ðàçíîñòè ôóíêöèè è ïðåäïîëàãàåìîãî
çíà÷åíèÿ ïðåäåëà:

∣∣∣∣
2x2 + 5x− 3

x + 3 + 7
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
2x2 + 5x− 3+ 7x + 21

x + 3

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
2x2 + 12x + 18

x + 3

∣∣∣∣ =

= 2
∣∣∣∣
x2 + 6x + 9

x + 3

∣∣∣∣ = 2 |x + 3| .

Ïóñòü ε > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òîãäà ïðè δ (ε) = ε

2 2 |x + 3| <

< ε, ñëåäîâàòåëüíî,
∣∣∣∣
2x2 + 5x− 3

x + 3 + 7
∣∣∣∣ = 2 |x + 3| < ε. Òàêèì îáðàçîì,

ïî îïðåäåëåíèþ, lim
x→−3

2x2 + 5x− 3
x + 3 = −7.

2.2. Äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f(x) = 5x2 − 1 â òî÷êå x0 =
= 6(íàéòè δ(ε)).

Ðåøåíèå: f(xo) = 5 · 36 − 1 = 179. Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî
ε > 0 è ðàññìîòðèì ìîäóëü ðàçíîñòè ôóíêöèè è åå çíà÷åíèÿ â òî÷êå
xo.∣∣5x2 − 1− 179

∣∣ =
∣∣5x2 − 180

∣∣ =
= 5

∣∣x2 − 36
∣∣ = 5

∣∣(x− 6)2 + 12(x− 6)
∣∣ 6 5

(
|x− 6|2 + 12 |x− 6|

)
< ε.

Ðåøèâ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

0 < |x− 6| <
(√

36+ 5ε − 6
) (√

36+ 5ε + 6
)

5
(√

36+ 5ε + 6
) = ε√

36+ 5ε + 6
. Èç öå-

ïî÷êè íåðàâåíñòâ
ε√

36+ 5ε + 6
>

ε

2
√
36+ 5ε

>
ε

2
√
36+ 12ε + ε2

>
ε

2(6+ ε)
= δ(ε) > |x− 6|

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ∀ε > 0 ∃δ(ε) = ε

2(6+ ε)
: |x− 6| < δ =⇒

∣∣5x2 − 1− 179
∣∣ < ε.

Ýòî è îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå xo = 6 ïî îïðåäåëåíèþ.
δ(ε) = ε

2(6+ ε)
.

2.3. Ðàñêðûòèå íåîïðåäåëåííîñòè
[0
0

]
. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x→1

x3 − 3x + 2
x3 − x2 − x + 1

.



2.4. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷ 37

Ðåøåíèå: Ïîäñòàíîâêîé ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ 1 óáåæäàåìñÿ â òîì,
÷òî èìååì íåîïðåäåëåííîñòü òèïà

[0
0

]
. Â ñèëó òåîðåìû Áåçó, ò.ê. x = 1

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîëèíîìîâ â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå, îíè äåëÿòñÿ
áåç îñòàòêà íà îäíî÷ëåí x− 1. Âûïîëíÿÿ äåëåíèå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè:
x3 − 3x + 2 = (x− 1)

(
x2 + x− 2

)
, x3 − x2 − x + 1 = (x− 1)

(
x2 − 1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

lim
x→1

x3 − 3x + 2
x3 − x2 − x + 1

= lim
x→1

(x− 1)(x2 + x− 2)
(x− 1)(x2 − 1)

= lim
x→1

x2 + x− 2
x2 − 1

=
[0
0

]
.

Òàê êàê íåîïðåäåëåííîñòü ñîõðàíèëàñü, òî ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåíû íà
ìíîæèòåëè: x2 + x− 2 = (x− 1)(x + 2), x2 − 1 = (x− 1)(x + 1).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

lim
x→1

(x− 1)(x + 2)
(x− 1)(x + 1) = lim

x→1
x + 2
x + 2 = 3

2 .

2.4. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→2

3√
x2 + 3x− 2 − 2

x2 − 2
.

Ðåøåíèå: Ïîäñòàíîâêîé ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ óáåæäàåìñÿ, ÷òî â
äàííîì ïðåäåëå èìååòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü

[0
0

]
. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé

çàäà÷è èçáàâèìñÿ îò èððàöèîíàëüíîñòè â ÷èñëèòåëå:
(

3√
x2 + 3x− 2 − 2

) (
3
√

(x2 + 3x− 2)2 + 2 3√
x2 + 3x− 2 + 4

)
=

= x2 + 3x− 2− 8 = x2 + 3x− 10 = (x− 2) (x + 5)
Èìååì

lim
x→2

3√
x2 + 3x− 2 − 2

x2 − 2
= lim

x→2
(x− 2)(x + 5)

(x− 2)(x + 2)
(

3
√

(x2 + 3x− 2)2 + 2 3√
x2 + 3x− 2 + 4

) =

= lim
x→2

(x + 5)

(x + 2)
(

3
√

(x2 + 3x− 2)2 + 2 3√
x2 + 3x− 2 + 4

) = 7
48 .

2.5. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

ln(1+ sin x)

sin 4x .
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì öåïî÷êè ýêâèâàëåíòíîñòåé:

(x → 0) ⇒ (sin x → 0) ⇒ ln (1+ sin x) ∼ sinx ∼ x;
(x → 0) ⇒ (4x → 0) ⇒ sin 4x ∼ 4x.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì: lim
x→0

ln(1+ sin x)

sin 4x = lim
x→4

x

4x = 1
4 .

2.6. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

tg
(
π

(
1+

x

2

))

ln(x + 1) .
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Ðåøåíèå: Â äàííîì ñëó÷àå íåïîñðåäñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòî-
äîì ðåøåíèÿ ïðåäûäóùèõ çàäà÷ íåâîçìîæíî ò.ê.

(x → 0) ⇒
(
π

(
1+ x

2

)
→ π

)
. Ïðåîáðàçóåì ïðè ïîìîùè ôîðìóë

ïðèâåäåíèÿ tg
(
π + πx

2

)
= tg

πx

2 . Òåïåðü ðàññìîòðèì öåïî÷êè ýêâèâà-
ëåíòíîñòåé:

(x → 0) ⇒
(

πx

2 → 0
)
⇒ tg

πx

2 ∼ πx

2 , (x → 0) ⇒ ln(x + 1) ∼ x.

Òàêèì îáðàçîì, lim
x→0

tg
(
π

(
1+

x

2

))

ln(x + 1) =
(0
0

)
= lim

x→0

πx

2
x

= π

2 .

2.7. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→π

sin 5x
tg3x .

Ðåøåíèå: Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ x− π = t, ïîëó÷àåì

lim
t→0

sin (5t + 5π)

tg (3t + 3π)
= lim

t→0
sin (π + 5t)

tg3t = lim
t→0

− sin 5t
tg3t = lim

t→0
−5t
3t = −5

3 ,

òàê êàê (t → 0) ⇒ (5t → 0) ⇒ (sin 5t ∼ 5t), (t → 0) ⇒ (3t → 0) ⇒
⇒ (tg3t ∼ 3t) .

2.8. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

e2x + e−2x − 2
sin2 x

.
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ÷èñëèòåëå:

e2x + e−2x − 2 = e2x + e−2x − 2e2xe−2x =
(
ex − e−x

)2 = e−2x
(
e2x − 1

)2
.

(x → 0) ⇒ (
e2x − 1 ∼ 2x

)
; (x → 0) ⇒ (sinx ∼ x) .

Òàêèì îáðàçîì, lim
x→0

e2x + e−2x − 2
sin2 x

=
[0
0

]
= lim

x→0
e−2x (2x)2

x2 = lim
x→0

4e−2x =
= 4.

2.9. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

e7x − e−2x

sin x− 2x .
Ðåøåíèå: Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå, ñòîÿùåå ïîä çíàêîì ïðåäåëà ê

âèäó:

e7x − e−2x

sin x− 2x =

(
e7x − 1

)−
(
e−2x − 1

)

sin x− 2x =

(
e7x − 1

)

x
sin x

x
− 2

−

(
e−2x − 1

)

x
sin x

x
− 2

.

Ðàññìîòðèì öåïî÷êè ýêâèâàëåíòíîñòåé:
(x → 0) ⇒ (7x → 0) ⇒ (

e7x − 1 ∼ 7x
)
,

(x → 0) ⇒ (−2x → 0) ⇒ (
e−2x − 1

) ∼ (−2x) .

Âû÷èñëèì ïðåäåëû:

lim
x→0

e7x − 1
x

= lim
x→0

7x
x

= 7; lim
x→0

e−2x − 1
x

= lim
x→0

−2x
x

= −2; lim
x→0

sin x

x
= 1.
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Òàêèì îáðàçîì,

lim
x→0

e7x − e−2x

sin x− 2x =
lim
x→0

e7x − 1
x

lim
x→0

sin x

x
− 2

−
lim
x→0

e−2x − 1
1

lim
x→0

sin x

x
− 2

= 7
1− 2 −

−2
1− 2 = −9..

2.10. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

(cos
√

x )
1
x .

Ðåøåíèå: Âû÷èñëÿÿ ïðåäåëû îñíîâàíèÿ è ïîêàçàòåëÿ, óáåæäàåìñÿ
â òîì, ÷òî èìååò ìåñòî íåîïðåäåëåííîñòü 1∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàí-
íûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò è åãî âåëè÷èíà ðàâíà A. Ðàññìîòðèì ln A:

ln A = ln lim
x→0

(
cos

√
x

) 1
x = lim

x→0
1
x

ln
(
cos

√
x

)
= lim

x→0

ln
(
cos

√
x

)

x
=

[0
0

]
.

Â ðåçóëüòàòå äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü (1∞)
ïðåîáðàçîâàíà ê âèäó

[0
0

]
. Ðàññìîòðèì ÷èñëèòåëü:

ln
(
cos

√
x

)
= ln

(
1+ cos

√
x − 1

)
= ln

(
1− (

1− cos
√

x
))
;

(x → 0)⇒
(
(1− cos

√
x ) ∼ x

2 → 0
)
⇒

(
ln (1+ (− (1− cos

√
x ))) ∼

(
−x

2

))
.

Òàêèì îáðàçîì, ln A = lim
x→0

−x

2
x

= −1
2 , ñëåäîâàòåëüíî, A = e−

1
2 = 1√

e
.

2.5. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
2.1. Ñôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå �ε− δ� îêðåñòíîñòåé:

à) lim
x→a

f(x) = ∞; á) lim
x→a

f(x) = −∞; â) lim
x→a

f(x) = +∞;
ã) lim

x→a−0
f(x) = ∞; ä) lim

x→a−0
f(x) = −∞; å) lim

x→a−0
f(x) = +∞;

æ) lim
x→a+0

f(x) = ∞; ç) lim
x→a+0

f(x) = −∞; è) lim
x→a+0

f(x) = +∞.

Âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå ïðåäåëû.
2.2. à) lim

x→∞
(
√

x2 + 2 −
√

x2 + 1 ), á) lim
x→∞

( 3√x − 3√x + 1 ),

â) lim
x→1

x2 − 3x + 2
x2 + 2x + 8

.

2.3. à) lim
x→2

x3 − 8
x− 2 , á) lim

x→1
x3 − 1
x2 − 1

, â) lim
x→−1

x2 + 3x + 2
x4 − 1

2.4. à) lim
x→−2

√
6+ x − 2
x + 2 , á) lim

x→−3

√
x2 + 7 −

√
7− 3x√

x + 3 −
√

x2 − 9
,

â) lim
x→0

3
√
1+ x − 3√3x− 2

6x .

2.5. à) lim
x→ π

2

cos (x/2)− sin(x/2)
cos x

, á) lim
x→0

1− cos5x
xsin7x , â) lim

x→2
sin (x− 2)

x2 − 4
.
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2.6. à) lim
x→1

x− 1
sin πx

, á) lim
x→ π

3

1+ cos 3x
tg26x

, â) lim
x→ π

2

1− sin x

π − 2x .

2.7. à) lim
x→0

ln(1+ x)

32x − 1
, á) lim

x→0
ln(1+ 4sinx)

sin4x , â) lim
x→0

ln(1− 7x)

sin(π(x + 7)) .

2.8. à) lim
x→2

ln(5− 2x)√
10− 3x − 2

, á) lim
x→0

e2x − ex

x + tgx2 , â) lim
x→0

e2x − ex

sin2x− sinx

2.9. à) lim
x→∞

(2x− 1
2x + 3

)8x+2
, á) lim

x→0
(x + ex)

1
x , â) lim

x→1
x

1
1−x .

2.10. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x = a

à) f(x) = 2x2 − 4, a = 3 á) f(x) = −2x2 − 5, a = 2.
2.11. Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè è óêàçàòü õàðàêòåð òî÷åê
ðàçðûâà.

à) f(x) = x

x3 − 1
, á) f(x) = x + 3

x2 − 1
, â) f(x) = x2 + 2

(x− 1)2

ã) f(x) = 3
2

x−2 , ä) f(x) =

{ 1/x, x < 0,
x, 0 6 x 6 2,

x2, x > 2,
å) f(x) =

{
x, x < 3,

−x2, 3 6 x 6 5,
x− 50, x > 5.

2.5.1. Îòâåòû. 2.2. à) 0 á) 0 â) 0 2.3. à) 12 á) 3/2 â) 1/4
2.4. à) 1/4 á) 0 â) ∞ . 2.5. à) 32/3 á) 25/14 â) 1/4
2.6. à) − 1/π á) 1/8 â) 0 . 2.7. à) 1/ln9 á) 1 â) 7/π.
2.8. à) 8/3 á) 1 â) 1. 2.9. à) e−16 á) å2 â) − 1



Ëåêöè ÿ 3
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ
ÔÓÍÊÖÈÈ ÎÄÍÎÉ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ

3.1. Ïðîèçâîäíàÿ, îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ïðàâèëà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè y=f(x) â òî÷êå x, ñîîò-
âåòñòâóþùèì ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ∆x, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

∆y = f(x + ∆x)− f(x).

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y=f(x) â òî÷êå x íàçûâàåò-
ñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåí-
òà â òî÷êå x, êîãäà ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ∆x ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

f
′
(x) = ∆y

∆x
= f(x + ∆x)− f(x)

∆x
.

Óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé: dy

dx
, ẏ, y

′

3.1.1. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé. Ïóñòü çàäàíà
ôóíêöèÿ y = f(x), ãðàôèê êîòîðîé ïðèâåäåí íà ðèñ.3.1. Ïîêàæåì, ÷òî
ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x, f

′
(x) = tg α

Îòðåçêè: AC = ∆x, BC = ∆y,ϕ(∆x) = arctg
∆y

∆x
,

lim
∆x→0

ϕ(∆x) = lim
∆x→0

arctg
∆y

∆x
, arctgf

′
(x) = α. =⇒ tgα = f

′
(x).

Ðèñ. 3.1.

Çíàíèå óãëîâîãî êîýôôèöèåí-
òà êàñàòåëüíîé ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â
òî÷êå x = x0

y = f(x0) + f
′
(x0)(x− x0),

à ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ ïåðïåíäè-
êóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ, ïîëó-
÷àåì óðàâíåíèå íîðìàëè â òî÷-
êå x = x0 ( ïðÿìàÿ ïåðïåíäè-
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êóëÿðíàÿ êàñàòåëüíîé â òî÷êå
x = x0)

y = f(x0)− 1
f
′
(x0)

(x− x0).

3.1.2. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé. Ïóñòü òî÷êà M äâè-
æåòñÿ ïî ïðÿìîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çà âðåìÿ t0 îíà ïðîøëà ïóòü S(t0).
Çà âðåìÿ t0 + ∆t òî÷êà ïðîõîäèò ïóòü S(t0 + ∆t). Òîãäà, îòíîøåíèå
∆S(t0)

∆t
îïðåäåëÿåò ñðåäíþþ ñêîðîñòü çà âðåìÿ ∆t Ïðåäåë îòíîøåíèÿ

lim
∆x→0

∆S(t0)

∆t
= v(t0) îïðåäåëÿåò ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü òî÷êè â ìîìåíò

âðåìåíè t0. v(t0) = S
′
(t0)

3.1.3. Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå. Îïðå-
äåëåíèå 3.3. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â
òî÷êå x, åñëè ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∆y = A∆x + α∆x,

ãäå α∆x = î(∆x),À� íåêîòîðîå ÷èñëî íå çàâèñÿùåå îò ∆x
Òåîðåìà 3.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ áûëà äèôôåðåíöèðóåìîé

â òî÷êå x íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà èìåëà â ýòîé òî÷êå
êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ôóíêöèÿ
äèôôåðåíöèðóåìà, òî ∆y = A∆x + α∆x. Âû÷èñëèì ïðåäåë îòíîøå-
íèÿ lim

∆x→0
∆y

∆x
= A + α. Òàê êàê lim

∆x→0
α = 0, ÷òî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ

α∆x = î(∆x), òî èìååì A = lim
∆x→0

∆y

∆x
= f

′
(x).

Äîñòàòî÷íîñòü. A = lim
∆x→0

∆y

∆x
= f

′
(x). Òîãäà ∀ε > 0∃δ > 0 : |∆x| <

< δ =⇒
∣∣∣∆y

∆x
−A

∣∣∣ < ε =⇒ Ôóíêöèÿ ∆y

∆x
− A ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìà-

ëîé. Îáîçíà÷èì ∆y

∆x
−A = α, îòêóäà ñëåäóåò

∆y = A∆x + α∆x¤
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Åñëè ôóíêöèÿ y=f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êåx,
òî îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ lim
∆x→0

∆y = lim
∆x→0

(A∆x +

+ α∆x) = 0. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ
y = |x| íåïðåðûâíà â òî÷êå x = 0, íî â ýòîé òî÷êå îíà íå èìååò
ïðîèçâîäíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå äèôôåðåíöèðóåìà.

3.1.4. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. 1. (u(x)± v(x))
′

=
= u

′
(x)± v

′
(x).

2. (u(x)v(x))
′
= u

′
(x)v(x) + u(x)v

′
(x).
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3.
(

u(x)

v(x)

)′

= u
′
(x)v(x)− u(x)v

′
(x)

v2(x)
4. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ x = ψ(t)

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, à ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóå-
ìà â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå x = ψ(t). Òîãäà ôóíêöèÿ y = f(ψ(t))
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t, à ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
(f(ψ(t)) )

′
= f

′
(x)ψ

′
(t)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Ïóñòü y = u(x)± v(x) =⇒
=⇒ ∆y = (u(x + ∆x)± v(x + ∆x))− (u(x)± v(x)) =

= (u(x + ∆x)− u(x))± (v(x + ∆x)− v(x))

Ðàçäåëèâ äàííîå ðàâåíñòâî íà ∆x è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì

(u(x)± v(x))
′
= u

′
(x)± v

′
(x).¤

2. y = (u(x)v(x)) ,

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
u(x + ∆x)v(x + ∆x)− u(x)v(x)± u(x + ∆x)v(x)

∆x
=

= lim
∆x→0

u(x + ∆x)(v(x + ∆x)− v(x)) + v(x)(u(x + ∆x)− u(x))

∆x
=

= lim
∆x→0

u(x + ∆x)∆v(x)

∆x
+ lim

∆x→0
v(x)∆u(x)

∆x
= u

′
(x)v(x) + u(x)v

′
(x).¤

3.
y = u(x)

v(x)
,∆y =

(
u(x + ∆x)

v(x + ∆x)
− u(x)

v(x)

)
= u(x + ∆x)v(x)− v(x + ∆x)u(x)

v(x + ∆x)v(x)
=

= (u(x + ∆x)− u(x))v(x)− u(x)(v(x + ∆x)− v(x))

v(x + ∆x)v(x)
=

= ∆u(x)v(x)− u(x)∆v(x)

v(x + ∆x)v(x)

Âû÷èñëÿÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ lim
∆x→0

∆y

∆x
, ïîëó÷èì

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

∆u

∆x
v(x)− u(x)

∆v

∆x
v(x + ∆x)v(x)

= u
′
(x)v(x)− u(x)v

′
(x)

v2(x)
.¤

4. Èç óñëîâèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé y = f(x) , x = ψ(t) ñëå-
äóåò

∆y = f
′
(x)∆x + α∆x,∆x = ψ

′
(t)∆t + β∆t,

ãäå α∆x = o(∆x),β∆t = o(∆t) Òîãäà áóäåì èìåòü

∆y = f
′
(x)∆x + α∆x = f

′
(x)∆x + α(ψ

′
(t)∆t + β∆t).

Ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà íà ∆t Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
∆y

∆t
= f

′
(x)∆x

∆t
+ αψ

′
(t) + αβ
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Âû÷èñëèì ïðåäåë lim
∆t→0

∆y

∆t

lim
∆t→0

∆y

∆t
= f

′
(x) lim

∆t→0
∆x

∆t
+ lim

∆t→0
(αψ

′
(t) + αβ) = f

′
(x)ψ

′
(t).¤

3.1.5. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
Ïðîèçâîäíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. y = sin x, y

′
= cosx.

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ôîðìóëû.

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
sin(x + ∆x)− sinx

∆x
= lim

∆x→0
2cos(x + ∆x/2)sin(∆x/2)

∆x
=

= lim
∆x→0

cos(x + ∆x/2) lim
∆x→0

sin(∆x/2)
∆x/2 = cosx,

y = cos x, y
′
= −sinx

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
cos(x + ∆x)− cosx

∆x
= lim

∆x→0
−2sin(x + ∆x/2)sin(∆x/2)

∆x
=

= − lim
∆x→0

sin(x + ∆x/2) lim
∆x→0

sin(∆x/2)
∆x/2 = −sinx,

y = tgx = sinx

cosx

y
′
= sin

′
xcosx− sinxcos

′
x

cos2x
= cos2x + sin2x

cos2x
= 1

cos2x

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y = ctgx

ctg
′
x = − 1

sin2x

Ïðîèçâîäíàÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè. y = logax, y
′
= 1

xlna

∆y = loga(x + ∆x)− logax = loga

(
1+ ∆x

x

)

(logax)
′
= lim

∆x→0
∆y

∆x
= lim

∆x→0
1

∆x
loga

(
1+ ∆x

x

)
=

= lim
∆x→0

1
x
loga

(
1+ ∆x

x

)x/∆x

= lim
∆x→0

1
x

lim
∆x→0

loga

(
1+ ∆x

x

)x/∆x

=

= lim
∆x→0

1
x
·loga lim

∆x→0

(
1+ ∆x

x

)x/∆x

Âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì

lim
∆x→0

1
x
·loga lim

∆x→0

(
1+ ∆x

x

)x/∆x

= 1
x
·logae = 1

xlna

Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè
Òåîðåìà 3.2. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â
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ýòîé òî÷êå, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = ϕ(y),êîòîðàÿ
èìååò ïðîèçâîäíóþ ϕ

′
(y0) = 1/f

′
(x0) â òî÷êå y0 = f(x0)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò (óáûâàåò) â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, îíà èìååò îáðàòíóþ ôóíêöèþ. Èç
óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè. Òîãäà,
åñëè∆y → 0, òî ∆x → 0. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

ϕ
′
(y0) = lim

∆y→0
∆x

∆y
= lim

∆x→0
1

∆y/∆x
= 1/f

′
(x0).¤ (3.1)

Ïðîèçâîäíàÿ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè.
Ôóíêöèÿ y = ax ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé êôóíóöèèx = lna y. Ïîëüçóåìñÿ

ôîðìóëîé (3.1) y
′
= 1

log
′
ay

= 1
1/ylna

= ylna = axlna

Ïðîèçâîäíûå îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ôóíêöèÿ y = arcsin x, x ∈ [−1; 1] ñëóæèò îáðàòíîé äëÿ ôóíê-

öèè x = sin y, y ∈
[
−π

2 ;
π

2

]
Òîãäà, (arcsin x)

′
= 1

(sin y)
′ = 1

cos y
=

= 1√
1− sin2y

= 1√
1− x2

.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûâîäèòñÿ ôîðìóëà (arccos x)
′
= − 1√

1− x2
.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = arctg x, x ∈ (−∞; +∞). Ýòà
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé äëÿ ôóíêöèè x = tg y, y ∈

(
−π

2 ;
π

2

)
.

(y = arctg x)
′
= 1

(tg y)
′ = 1

1/cos2x
= 1

1+ tg2y
= 1

1+ x2 .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûâîäèòñÿ ôîðìóëà (arcctg x)
′
= − 1

1+ x2 .

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Åñëè ôóíêöèÿ y=f(x) ïîëîæè-
òåëüíà è äèôôåðåíöèðóåìà, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

ln y = ln f(x), (ln f(x))
′
= y

′
/y. Âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ ïîñëåäíåé

ôîðìóëîé, íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé. Åé óäîáíî ïîëü-
çîâàòüñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèé âèäà y = u(x)v(x)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè u(x), v(x) ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðó-
åìûìè è u(x) > 0 Ïðîëîãàðèôìèðóåì ðàâåíñòâî y = u(x)v(x). ln y =

= v(x)ln u(x). Òîãäà, y
′
/y = (v(x))

′
ln u(x) + v(x) (u(x))

′

u(x)
, îòêóäà ïîëó-

÷àåì y
′
= u(x)v(x)

(
(v(x))

′
ln u(x) + v(x) (u(x))

′

u(x)

)

Ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè y = xa, x > 0.
ln y = aln x =⇒ y

′
/y = a/x =⇒ y

′
= ya/x = axa−1

3.2. Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè
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Îïðåäåëåíèå 3.3. Ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè îòíîñè-
òåëüíî ∆x∆y = A∆x + α∆x íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè

dy = A∆x

Ðèñ. 3.2.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
äèôôåðåíöèàëà ïðèâåäåíà íà ðèñ.
3.2. Èç òðåóãîëüíèêà ACD èìååì

dy = f
′
(x)∆x Îòðåçîê CD =

= dy, BD = ∆y, BC = α∆x
Â êà÷åñòâå äèôôåðåíöèàëà

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x áóäåì
áðàòü ÷èñëî ðàâíîå ïðèðàùåíèþ
∆x, dx = ∆x Òîãäà ôîðìóëó äëÿ
äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå dy = f

′
(x)dx

Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû ïåð-
âîãî äèôôåðåíöèàëà. Ïîêàæåì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ
ñïðàâåäëèâîé è äëÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.

y = f(ψ(t)), ãäå x = ψ(t). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè èìååì y

′
= f

′
(x)ψ

′
(t) Çàïèøåì ýòó ôîðìóëó

â äðóãîì âèäå dy

dt
= f

′
(x)dx

dt
. Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî íà dt, ïîëó÷èì

dy = f
′
(x)dx Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò òîãî êàêîé ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèÿ ñëîæíîé èëè ïðîñòîé, äèôôåðåíöèàë åå ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
ïðîèçâîäíîé íà äèôôåðåíöèàë àðãóìåíòà. Äðóãèìè ñëîâàìè ôîðìà
äèôôåðåíöèàëà íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèì ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíò çàâèñèìîé
èëè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.

3.3. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ
ïîðÿäêîâ

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(x), x ∈ (a; b), êîòîðàÿ èìååò äèôôå-
ðåíöèðóåìóþ ïðîèçâîäíóþ y

′
= f

′
(x) â òî÷êå x ∈ (a; b). Åñëè ïðî-

èçâîäíàÿ f
′
(x) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé, òî ìîæíî âû-

÷èñëèòü åå ïðîèçâîäíóþ
(
y
′)′

=
(
f
′
(x)

)′
. Ýòà ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ

âòîðîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ôóíêöèè y = f(x), êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ: y

′′ , ÿ, d2y

dx2 . Åñëè âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåí-
öèðóåìîé ôóíêöèåé, òî ìîæíî âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè,
êîòîðàÿ áóäåò òðåòüåé ïðîèçâîäíîé y

′′′
(

d3y

dx3

)
, äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè

y = f(x) Ïîâòîðÿÿ ýòè ïðîöåäóðû, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîëó÷åííûå ïðî-
èçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè, ìîæíî ïîëó÷èòü
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ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà. Óñëîâíî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùè-
ìè îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ ïðîèçâîäíîé n-îãî ïîðÿäêà y(n) èëè dny

dxn

Ïðèìåð 3.1. y = ln(x2 + 1). Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ y
′
= 2x

x2 + 1
.

Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ y
′′

=
(2x)

′ (
x2 + 1

)
− 2x

(
x2 + 1

)′

(
x2 + 1

)2 =

= 2(x2 + 1)− 4x2

(
x2 + 1

)2 = 2− 2x2

(
x2 + 1

)2

Îïðåäåëåíèå 3.4. Äèôôåðåíöèàë îò äèôôåðåíöèàëà
d (dy) = d (df(x)) ôóíêöèèy = f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèà-

ëîì âòîðîãî ïîðÿäêà è îáîçíà÷àåòñÿ d2y
Íàéäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïðÿäêà

d2y = d
(
f
′
(x)dx

)
= d

(
f
′
(x)

)
dx + f

′
(x)d (dx)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé,
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî d (dx) = 0. Â ðåçóëüòàòå èìååì

d2y = d
(
f
′
(x)

)
dx = f

′′
(x)dx2

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà äëÿ äèôôåðåíöèàëà n-îãî
ïîðÿäêà

dny = fn(x)dxn.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ íå îáëàäàþò
ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ïåðåìåííàÿ x íå
ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé, òî ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèíèìàåò äðóãîé
âèä.

Äëÿ äèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà èìååì

d2y = f
′′
(x)dx2 + f

′
(x)d2x.

3.4. Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé, çàäàííûõ â
ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå

Ïóñòü ôóíêöèÿ y îò x çàäàíà â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå
y = ψ(t), x = ϕ(t), t ∈ [t0; T ]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè ôóíêöèè äèô-

ôåðåíöèðóåìû â òî÷êå t ∈ [t0; T ], ϕ′(t) 6= 0, ôóíêöèÿ ϕ(t) â îêðåñòíîñòè
òî÷êè t èìååò îáðàòíóþ ôóíêöèþ t = Φ(x). Òðåáóåòñÿ íàéòè ôîðìóëó
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé dy

dx
. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ

y = ψ(t) êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ y = ψ(Φ(x)). Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, ïîëó÷èì dy

dx
= ψ

′
tΦ

′
x. Çäåñü
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èíäåêñ óêàçûâàåò ïî êàêîé ïåðåìåííîé îñóùåñòâëÿåòñÿ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé äëÿ îáðàòíîé
ôóíêöèè (òåîðåìà3.2) Φ

′
x = 1

ϕ
′
t

. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôîðìóëó

dy

dx
= ψ

′
t

ϕ
′
t

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå çàäàíà ôóíêöèÿ
dy

dx
= ψ

′
t

ϕ
′
t

= χ(t), x = ϕ(t) . Òîãäà, ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííîé ôîðìóëîé
äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîé
ïðîèçâîäíîé

d2y

dx2 = χ
′
t

ϕ
′
t

=

(
dy

dx

)′
t

ϕ
′
t

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé
ëþáîãî ïîðÿäêà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îíè ñóùåñòâóþò è âûïîëíåíû ïðåä-
ïîëîæåíèÿ, ñäåëàííûå âíà÷àëå

dny

dxn =

(
dn−1y

dxn−1

)′

t

ϕ
′
t

Ïðèìåð 3.2
{

y = cos t,
x = sin t.

=⇒ dy

dx
= −sin t

cos t
= −tgt , =⇒

d2y

dx2 =
((−tg t))

′
t

cos t
= − 1

cos3t

3.4.1. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû. 1. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå
ïðîèçâîäíîé è ïîÿñíèòå åå ãåîìåòðè÷åñêèé è ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

2. Âûâåäèòå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
3. Âûâåäèòå ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-

öèé.
4. ×òî òàêîå äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè è åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë?
5. Â ÷åì ñîñòîèò èíâàðèàíòíîñòü ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà?
6. Âûâåäèòå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ äëÿ ôóíêöèé,

çàäàííûõ â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

3.5. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîëüçóåìñÿ ïðàâèëàìè äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ è òàáëèöåé ïðîèçâîäíûõ
Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
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1. (xm)′ = mxm−1, 10. (arcsin x)′ = 1√
1− x2

,

2. (ex)′ = ex, 11. (arccosx)′ = − 1√
1− x2

,

3. (ax)′ = ax ln a, 12. (àrctgx)′ = 1
1+ x2 ,

4. (lnx)′ = 1
x
, 13.(àrcctgx)′ = − 1

1+ x2 ,

5. (lna x)′ =
( 1

x ln a

)
, 14. (shx)′ =

(
ex − e−x

2

)′
= chx,

6. (sinx)′ = cos x, 15. (chx)′ =
(

ex + e−x

2

)′
= shx,

7. (cos x)′ = − sin x, 16. (thx)′ =
( shx
chx

)′
= 1

ch2x
,

8. (tgx)′ = sec2x, 17. (cthx)′ =
(chx
shx

)′
= − 1

sh2x
,

9. (ctgx)′ = −cosec2x,

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå
{

x = f ( t )
y = ϕ ( t ) ,

y′x = y′t
x′t
; y′′x x =

(
y′x

)′
t

x′t
.

1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ: .
Ðåøåíèå: Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëàìè íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ÷àñò-

íîãî:

y′ =
(

x2 + 2
2
√
1− x4

)′
= 1

2

(
(x2 + 2)′

√
1− x4 − (x2 + 2)(

√
1− x4 )′

(
√
1− x4 )2

)
=

= 1
2



2x

√
1− x4 − (x2 + 2) · (−4x3)

2
√
1− x4

(1− x4)


 =

= x(1− x4) + x3(x2 + 2)
(1− x4)

√
1− x4

= x− x5 + x5 + 2x3
√

(1− x4)3
= 2x3 + x√

(1− x4)3
.

2. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè: y = ln (ex +
√

e2x − 1 ) + arcsine−x.
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Ðåøåíèå: Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëàìè íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ñóì-
ìû è ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè:

y′ = (ln(ex +
√

e2x − 1 ))′ + (arcsin e−x)′ =

= (ex +
√

e2x − 1 )′

ex +
√

e2x − 1
+ (e−x)′√

1− e−2x
=

ex +
(e2x − 1)′

2
√

e2x − 1
ex +

√
e2x − 1

+

+ (−e−x)√
1− e−2x

=
ex +

2e2x

2
√

e2x − 1
ex +

√
e2x − 1

− e−x

√
1− e−2x

=

= ex
√

e2x − 1 + e2x

(ex +
√

e2x − 1 ) ·
√

å2x − 1
− 1

ex

√
e2x − 1

e2x

=

= ex(
√

e2x − 1 + ex)

(ex +
√

e2x − 1 ) ·
√

e2x − 1
− 1√

e2x − 1
=

= ex − 1√
e2x − 1

= ex − 1√
ex − 1 ·

√
ex + 1

=

√
ex − 1
ex + 1 .

3. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ: y = ln 4
√

1+ 2x
1− 2x .

Ðåøåíèå: Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè íåêîòîðûõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ
âûðàæåíèé ðàöèîíàëüíåå ïðåäâàðèòåëüíî óïðîñòèòü ïåðâîíà÷àëüíóþ
ôóíêöèþ ïî ñâîéñòâàì ëîãàðèôìà:

y = ln 4
√

1+ 2x
1− 2x = 1

4 ln 1+ 2x
1− 2x = 1

4 (ln(1+ 2x)− ln(1− 2x)) ;

y′ = 1
4 (ln(1+ 2x))′ − (ln(1− 2x))′) = 1

4

(
(1+ 2x)′

1+ 2x − (1− 2x)′

1− 2x

)
=

= 1
4

( 2
1+ 2x −

−2
1− 2x

)
= 1

2

( 1
1+ 2x + 1

1− 2x

)
=

= 1
2

(1− 2x + 1+ 2x)

1− 4x2 = 1
1− 4x2 .

4. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ: y =
√
1− x2 − x · arcsin

√
1− x2 .

Ðåøåíèå:

y′ = (
√
1− x2 )′ − (x · arcsin

√
1− x2 )′ = (1− x2)′

2
√
1− x2

− (x′ arcsin
√
1− x2 +

+x · (arcsin
√
1− x2 )′) = −2x

2
√
1− x2

− (arcsin
√
1− x2 +

+x
(
√
1− x2 )′√

1− (
√
1− x2 )2

) = − x√
1− x2

− arcsin
√
1− x2−
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−x
(−2x)

2
√
1− x2 ·

√
1− 1+ x2

= − x√
1− x2

− arcsin
√
1− x2 +

+ x2

|x|
√
1− x2

= − x√
1− x2

+ |x|√
1− x2

− arcsin
√
1− x2 .

5. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ: y = (tgx)ln tg
x
4 .

Ðåøåíèå: Ïðîëîãàðèôìèðóåì âûðàæåíèå: y = (tgx)ln tg
x
4 , ln y =

= ln(tgx)ln tg
x
4 .

Óïðîñòèì ïðàâóþ ÷àñòü ïî ñâîéñòâó ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè:

ln y = ln tgx

4 · ln tgx.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, ó÷èòûâàÿ,
÷òî y � ôóíêöèÿ îò x, à lny � ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ: y′

y
=

(
ln tgx

4

)′
ln tgx +

+ ln tgx

4 · (ln tgx)′;

y′

y
=

1
4

sec2
x

4
· ln tgx

tgx

4
+ ln tgx

4 ·
sec2 x

tgx = ln tgx
4 cos

x

4
· sin x

4
+

+
ln tgx

4
sin x cos x

= ln tgx
2 sin

x

2
+

2 ln tgx

4
sin 2x ;

y′ =

(
ln tgx
2 sin

x

2
+

2 ln tgx

4
sin 2x

)
y; y′ =

(
ln tgx
2 sin

x

2
+

2 ln tgx

4
sin 2x

)
(tgx)ln tg

x
4 .

6. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ: y = xesin x

.
Ðåøåíèå: Äàííàÿ ôóíêöèÿ ïîêàçàòåëüíî - ñòåïåííàÿ. Ïðîëîãàðèô-

ìèðóåì âñå âûðàæåíèå: ln y = ln xesin x . Ïî ñâîéñòâó ëîãàðèôìè÷åñêîé
ôóíêöèè èìååì: ln y = esin x ln x. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì âñå âûðàæåíèå,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî y � ôóíêöèÿ îò x, à lny � ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ:

y′

y
=

(
esin x

),
ln x + esin x(lnx)′ ; y′

y
= esin x cos x · ln x + esin x

x
;

y′ = esin x
(
cos x · ln x + 1

x

)
y ; y′ = esin x

(
cos x · ln x + 1

x

)
xesin x

.

7. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ îò ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè:
{

x = arcsin
√

t

y =
√
1+

√
t

.
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Ðåøåíèå: Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè: y′x = y′t

x′t
.

y′t = (
√
1+

√
t )′ = (1+

√
t )′

2
√
1+

√
t

=

1
2
√

t

2
√
1+

√
t

= 1

4
√

t

√
1+

√
t

;

x′t = (arcsin
√

t )′ =

1
2
√

t√
1− (

√
t )2

= 1
2
√

t
√
1− t

;

y′x = y′t
x′t

= 2
√

t
√
1− t

4
√

t

√
1+

√
t

=

√
1−

√
t

√
1+

√
t

2
√
1+

√
t

=

√
1−

√
t

2 .

8. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå íîðìàëè è óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé
y = x +

√
x3 â òî÷êå ñ àáñöèññîé x0 =1.

Ðåøåíèå: Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé ó=f(x) â òî÷êå M0 (x0,
y0) èìååò âèä: y − y0 = y′0(x− x0).

Óðàâíåíèå íîðìàëè èìååò âèä: y − y0 = − 1
y′0

(x− x0).Íàéäåì ïðîèç-
âîäíóþ ôóíêöèè â òî÷êå ñ àáñöèññîé x0 =1.

y′ = (x +
√

x3 )′ = 1+ 3
2
√

x ; y′ (1) = 1+ 3
2
√
1 = 5

2 ;

y(1) = 1+
√
13 = 2.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = x +
√

x3 â òî÷êå ñ
àáñöèññîé x0 =1: y − 2 = 5

2 (x − 1), y = 5
2x − 1

2 . Ïîëüçóÿñü óñëîâèåì
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ k1k2 = −1, ïîëó÷èì óðàâíåíèå íîð-
ìàëè â ýòîé æå òî÷êå:

y − 2 = −2
5 (x− 1) ⇒ y = −2

5x + 225 .

3.6. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Íàéòè ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé.
1. y = 2x5 − 4

x2 + 1
x

+ 2√x 2. y = 3
2

3√
x2 + 7√

x3 − 1
3√x

+ 1
x5

3. y = sin2x • √x . 4. y = sin5x • 1
3√x

.. 5 cos3x · 4√
x3

6. y = tg3x · ln (4x) . 7. y = ctg (5x) · ln3 (2x). 8. tg(5x) · 23x
9. y = arctg (x)

1+ x2 . 10. y = arcsinx√
1− x2

. 11. y = lnx

x
. 12. cosx

x
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13. y = x3

x2 + 1
14. y = sin22x. 15. y = 3sinx. 16. y = arcsin (

√
x ).

17. y = tg2 (lnx) 18. y = log23 (tgx). 19. y = log5
(
tg2x

)
. 20. y =

= arcsin
(
42x

)

21. 5cos
√

x ln(x2 + 1). 22. y = cos3(3x)ln(5x) 23 y = 3√
x2 ln (3x)

24. y = 5√
x4 • 3tg2x. 25. y = ln2 (5x) • 3√x 26. y = 7cos3xctg (3x)

27. y = (sinx)x. 28. y = (tgx)x. 29. y = (sinx)cosx 30. y = xlnx

Íàéòè ïðîèçâîäíûå îò y ïî x, êîãäà ôóíêöèÿ çàäàíà â ïàðàìåòðè-
÷åñêîé ôîðìå.

31
{

y = 3sint,
x = 4cost. 32.

{
y = 4sin3t,
x = 4cos3t. 33.

{
y = t− t3,
x = 1− t2.

34.





y = t− 1
t

,

x = t + 1
t

.
35. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè

äëÿ ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0

à) y = arctgx, x0 =
√
3 . á) y = ln

(
x2 + 1

)
, x0 = 2.

Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ â
ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå, â òî÷êå t0

36.
{

y = cos2t,
x = sint, t0 = π/6 . 37.

{
y = t(tsint + 2cost),
x = t(tcost− 2sint), t0 = π/4.

Íàéòè ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà.
38. y = x

3√
x2 . 39. y = 5cos3x 40. y = sin22x. 41. y = tg3x

42. y = ln
(
x2 + 1

)
. 43. y = arctg2x. 44. y = arcsin2x

45.
{

y = cos2t,
x = sint,

d2y

dx2 =? 46.
{

y = 2sin3t,
x = 2cos3t,

d2y

dx2 =?

47.
{

y = lnt,
x = t2,

d2y

dx2 =?

3.6.1. Îòâåòû:. 1. 10x4 + 8
x3 −

1
x2 + 1√

x
. 2. 1

3√x
+ 3

7 7√
x4

+

+ 1
3x 3√x

− 5
x6

3. 2√x cos2x + sin2x
2
√

x
. 4. 5cos5x3√x

− sin5x
3x 3√x

. 5. 3cos3x
4 4√x

− 3 4√
x3 sin3x

6. 3ln (4x)

cos2 (3x)
+ tg3x

x
. 7. ctg (5x)

xln3 − 5 ln3 (2x)

sin2 (5x)
. 8. 5•23x

cos2 (5x)
+

+ 3tg(5x) • 23xln2 .
9. 1− 2xarctg (x)(

1+ x2
)2 . 10.

√
1− x2 + xarcsinx√

(1− x2)3
. 11. 1

x2 ln
(

e

x

)
.
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12. xsinx + cosx

x2 . 13. x4 + 3x2

(
x2 + 1

)2 . 14. 2sin (4x). 15. ln3 • 3sinxcosx.

16. 1√
x− x2

.

17. 2tg (lnx)

xcos2 (lnx)
. 18. 4log3 (tgx)

ln3 • sin2x . 19.
4

ln5 • sin2x . 20.
2 • 42xln4√
1− 44x

.

21. 5cos
√

x

(
2x

x2 + 1
− ln5sin

√
x ln(x2 + 1)
2
√

x

)
.

22. cos3(3x)

x
− 9cos2(3x)sin(3x)ln5x. 23. 1

3 3√x

(
ln9x2 + 3

)
.

24. 4 • 3
tg2x

5 5√x
+ 2 5√

x4 • 3tg2xln3
cos22x

. 25. 1
3√
x2

(
2ln5x + ln25x

3

)
.

26. −3 • 7cos3x
(
ln7cos3x + 1

sin23x

)
. 27. (sinx)x (ln (sinx) + xctgx).

28. (tgx)x
(
ln (tgx) + 2x

sin2x

)
. 29. (sinx)cosx

(
cos2x

sinx
− sinxln (sinx)

)
.

30. 2x
lnxlnx

x
31. −3

4ctgt. 32. tgt. 33. 3t
2 − 1
2t . 34. -1.

35 à) y = 1
4x + π

3 −
√
3
4 , y = −4x + π

3 + 4
√
3 , á) y = 0, 8x +

+ ln5− 1, 6, y = −1, 25x + ln5+ 2, 5. 36 4x + 2y − 3 = 0; 2x− 4y + 1 =
= 0. 37. x + y = π2√2 /16; y − x = π

√
2 /2. 38. 10

9 3√x
.

39. 9 • 5cos3xln5
(
sin23xln5− cos3x

)
. 40. 8cos4x 41. −18sin3x

cos33x
.

42. 2− 2x2

(
x2 + 1

)2 . 43. −
16x(

4x2 + 1
)2 / 44. 8x√(

1− 4x2)3
. 45. −4/ 46.

1
6cos4tsint

/ 47. −1
2t4

.



Ëåêöè ÿ 4
ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÒÅÎÐÅÌÛ. ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÛ

ÔÓÅÊÖÈÈ

4.1. Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî
èñ÷èñëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé
(óáûâàþùåé) â òî÷êå x = c, åñëè â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè
f(x) < f(c), êîãäà x < c, f(x) > f(c), êîãäà x > c, (f(x) > f(c), êîãäà
x < c, f(x) < f(c), êîãäà x > c).

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
f(x) òî÷êå x = c áûëà âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) â ýòîé
òî÷êå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå
f
′
(c) > 0

(
f
′
(c) < 0

)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Äîêàæåì òåîðå-
ìó äëÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò â òî÷êå x = c.
Èç óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé
f
′
(c) (Òåîðåìà 3.1). Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé èìååì ∀ε > 0 ∃δ >

> 0 : |x− c| < δ =⇒
∣∣∣f(x)− f(c)

x− c
− f

′
(c)

∣∣∣ < ε . Ðàñêðîåì ïîñëåäíåå

íåðàâåíñòâî f
′
(c) − ε <

f(x)− f(c)

x− c
< f

′
(c) + ε. Âîçüìåì ε <

∣∣f ′(c)
∣∣.

Òîãäà f
′
(c)− ε è f

′
(c) + ε áóäóò èìåòü çíàê f

′
(c). Ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ

âîçðàñòàåò â òî÷êå x = c. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì â îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè f(x) < f(c), êîãäà x < c, f(x) > f(c), êîãäà x > c.
Òîãäà f(x)− f(c)

x− c
> 0. Èç íåðàâåíñòâà f(x)− f(c)

x− c
< f

′
(c) + ε ñëåäóåò

f
′
(c) + ε > 0. Â ýòîì ñëó÷àå f

′
(c) > 0, òàê êàê çíàê f

′
(c) + ε ñîâïàäàåò

ñî çíàêîì f
′
(c)

Äîñòàòî÷íîñòü. f
′
(c) > 0. Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëü-

ñòâå íåîáõîäèìîñòè è âûáèðàÿ âåëè÷èíó ε <
∣∣f ′(c)

∣∣, ïîëó÷àåì
f
′
(c)− ε <

f(x)− f(c)

x− c
< f

′
(c) + ε Ïî óñëîâèþ f

′
(c) > 0. Òîãäà

f
′
(c) + ε > 0, f

′
(c)− ε > 0. Â ýòîì ñëó÷àå

f(x)− f(c)

x− c
> 0⇐⇒




{
f(x)− f(c) > 0,

x− c > 0,{
f(x)− f(c) < 0,

x− c < 0,
⇐⇒




{
f(x) > f(c),

x > c,{
f(x) < f(c),

x < c,
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îòêóäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì, ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ
âîçðàñòàåò.¤

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ôóíêöèÿf(x) èìååò â òî÷êå x = c ëîêàëüíûé
ìàêñèìóì (ìèíèìóì), åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè c òà-
êàÿ, ÷òî â ýòîé îêðåñòíîñòè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(x) < f(c),

(f(x) > f(c)). Ëîêàëüíûé ìàêñèìóì è ëîêàëüíûé ìèíèìóì íàçû-
âàþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìàìè.

Èíûìè ñëîâàìè, â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = c çíà÷åíèå f(c) ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëüøèì (íàèìåíüøèì) çíà÷åíèåì.

Òåîðåìà 4.2. (Òåîðåìà Ôåðìà î íåîáõîäèìîì óñëîâèè íàëè÷èÿ
ýêñòðåìóìà) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà (a; b) è â òî÷êå
c ∈ (a; b) èìååò ýêñòðåìóì, òî f

′
(c) = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê â òî÷êå x = c ëîêàëüíûé
ýêñòðåìóì, òî ôóíêöèÿ f(x)â ýòîé òî÷êå íå âîçðàñòàåò è íå óáûâàåò.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4.1 â ýòîé òî÷êå f

′
(c) 6< 0 è f

′
(c) 6> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, f
′
(c) = 0.¤

Òåîðåìà 4.3. (òåîðåìà Ðîëëÿ) Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà
íà îòðåçêå [a; b], äèôôåðåíöèðóåìà íà (a; b) è f(a) = f(b), òî ñóùå-
ñòâóåò òî÷êà c ∈ [a; b] òàêàÿ, ÷òî f

′
(c) = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ äîñòèãàåò íà îòðåçêå M = sup

x
f(x) è m = inf

x
f(x) (òåîðåìà

2.7). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. 1. M = m = const Òîãäà f
′
(x) = 0 äëÿ

ëþáîãî x ∈ [a; b]. 2. M > m Â ýòîì ñëó÷àå, õîòÿ áû îäíî èç çíà÷åíèé
M èëè m, äîñòèãàåòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå c ñåãìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî,
â ýòîé òî÷êå èìååòñÿ ýêñòðåìóì è f

′
(c) = 0.¤

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî âíóòðè ñåãìåíòà
èìååòñÿ, õîòÿ áû îäíà òî÷êà, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà îñè
àáñöèññ.

Òåîðåìà 4.4. (òåîðåìà Ëàãðàíæà) Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðå-
ðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà (a; b), òî ñóùåñòâóåò
òî÷êà c ∈ [a; b] òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f(b)− f(a) = f(c)(b− a). (4.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì íà ñåãìåíòå [a; b] âñïîìîãàòåëüíóþ
ôóíêöèþ F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a). Ýòà ôóíêöèÿ íåïðå-

ðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà. Êðîìå òîãî F (a) = F (b) = 0. Âûïîëíåíû
óñëîâèÿ òåîðåìû Ðîëëÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a; b) òàêàÿ,
÷òî F

′
(c) = 0. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ F

′
(x) = f

′
(x) − f(b)− f(a)

b− a

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå c, ïîëó÷èì F
′
(c) = f

′
(c)− f(b)− f(a)

b− a
= 0, îòêóäà

ñëåäóåò ôîðìóëà f(b)− f(a) = f
′
(c)(b− a).¤

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû Ëàãðàíæà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà
ñåãìåíòå [a; b] íàéäåòñÿ, õîòÿ áû îäíà òî÷êà, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ
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ïàðàëëåëüíà õîðäå, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè f(a) è f(b). Íà ðèñ. 4.1 êàñà-
òåëüíàÿ â òî÷êå C ïàðàëëåëüíà õîðäå AB.

Ôîðìóëó Ëàãðàíæà (4.1) åùå íàçûâàþò ôîðìóëîé êîíå÷íûõ ïðèðà-
ùåíèé.

Ðèñ. 4.1.

Òåîðåìà 4.5. (òåîðåìà Êîøè)
Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðå-
ðûâíû íà ñåãìåíòå [a; b], äèô-
ôåðåíöèðóåìû âî âñåõ âíóòðåí-
íèõ òî÷êàõ ýòîãî ñåãìåíòà è
g(x) 6= 0 äëÿ ëþáûõ x ∈ [a; b], òî
ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a; b) òà-
êàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
= f

′
(c)

g
′
(c)

. (4.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Âîçüìåì íà ñåãìåíòå [a; b] âñïî-
ìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ F (x) = f(x) − f(a) − f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x) − g(a)).

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà. Êðîìå òîãî,
F (a) = F (b) = 0. Âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ðîëëÿ. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òî÷êà c ∈ (a; b)òàêàÿ, ÷òî F

′
(c) = 0.Âû÷èñëèì ïðîèçâîä-

íóþ F
′
(x) = f

′
(x) − f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g
′
(x). Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå c, ïîëó÷èì

F
′
(c) = f

′
(c)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g
′
(c) = 0, îòêóäà ñëåäóåò ôîðìóëà (4.2).¤

4.1.1. Ðàñêðûòèå íåîïðåäåëåííîñòåé (ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ).
Ðàññìîòðèì ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ñïî-
ñîáîì ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé âèäà

[0
0

]
,
[∞
∞

]

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) äèôôåðåíöèðóåìû â
îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè c, çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü,
ñàìîé òî÷êè c è lim

x→0
f(x) = lim

x→0
g(x) = 0. Êðîìå òîãî, â äàííîé

îêðåñòíîñòè g
′
(x) 6= 0. Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò lim

x→0
f
′
(x)

g
′
(x)

, òî ñóùå-

ñòâóåò lim
x→0

f(x)

g(x)
è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0
f
′
(x)

g
′
(x)

. (4.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîîïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â
òî÷êå x = c, f(c) = g(c) = 0. Òîãäà ôóíêöèè áóäóò íåïðåðûâíû íà
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ñåãìåíòå [c; x] è äèôôåðåíöèðóåìû âíóòðè ýòîãî ñåãìåíòà. Âûïîëíåíû
óñëîâèÿ òåîðåìû Êîøè, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé èìååì

f(x)− f(c)

g(x)− g(c)
= f

′
(ξ)

g
′
(ξ)

, ξ ∈ [c; x].

Òàê êàê g
′
(x) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò f

′
(x)

g
′
(x)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå äîîïðå-

äåëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèé f(c) = g(c) = 0, ïîëó÷èì

f(x)

g(x)
= f

′
(ξ)

g
′
(ξ)

, ξ ∈ [c; x].

Íàéäåì ïðåäåëû lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0
f
′
(ξ)

g
′
(ξ)

. Ïðè x → c, ïåðåìåííàÿ ξ → c.
Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0
f
′
(x)

g
′
(x)

.¤

Ôîðìóëà (4.3) ñïðàâåäëèâà è äëÿ íåîïðåäåëåííîñòè òèïà
[∞
∞

]
. Íåîïðå-

äåëåííîñòü [0 · ∞] ñâîäèòñÿ ê íåîïðåäåëåííîñòè
[∞
∞

]
èëè

[0
0

]
. Ñëåäóåò

îòìåòèòü, ÷òî ÷èñëî c ìîæåò áûòü ëþáûì ÷èñëîì, â òîì ÷èñëå ±∞.

Ïðèìåðû 4.1. a) lim
x→0

sin x2

(tg x)2
=

[0
0

]
= lim

x→0

(
sin x2

)′

(
(tg x)2

)′ =

= lim
x→0

2xcos x2

2tgx
( 1

cos2x

) = lim
x→0

x

tgx
(cos x2cos2x) = lim

x→0
x

tgx
=

[0
0

]
=

= lim
x→0

1( 1
cos2x

) = 1. Â äàííîì ñëó÷àå äâà ðàçà âîñïîëüçîâàëèñü

ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, òàê êàê ïîñëå ïåðâîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïðàâèëà
íåîïðåäåëåííîñòü íå áûëà ðàñêðûòà.

á) lim
x→0

xsin x =
[
00

]
. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå y = xsin x è ïðîëî-

ãàðèôìèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ln y = sin x ln x. Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå
y = esin x ln x ïîëó÷èì lim

x→0
xsin x = lim

x→0
esin x ln x Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

íåïðåðûâíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì lim
x→0

esin x ln x =

= lim
x→0

e(sin x ln x). Âû÷èñëÿåì ïðåäåë (sin x ln x). Èìååì íåîïðåäåëåí-
íîñòü [−∞ · 0] Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà
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lim
x→0

ln x( 1
sinx

) =
[−∞
∞

]
= lim

x→0

( 1
x

)
(
− cosx

sin2x

) = − lim
x→0

sin2x

x
lim
x→0

1
cosx

=

=
[0
0

]
= − lim

x→0
sin2x
1 = 0 Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì lim

x→0
xsin x = e0 = 1.

4.2. Ôîðìóëà Òåéëîðà
Òåîðåìà 4.7. (òåîðåìà Òåéëîðà) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò â

îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè a ïðîèçâîäíûå äî n + 1îãî ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî, òîãäà ìåæäó òî÷êàìè a èx íàéäåòñÿ òî÷êà ξ òà-
êàÿ, ÷òî áóäåò ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f(x) = f(a) + f
′
(a)

1! (x− a) + f
′′
(a)

2! (x− a)2 + · · ·+

+f (n)(a)

n!
(x− a)n + Rn+1(x),

(4.4)

ãäå Rn+1(x) =
(

x− a

x− ξ

)p (x− ξ)n+1

n!p
f (n+1)(ξ) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí p > 0

� ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïîëèíîì ϕ(x, a) =

= f(a) + f
′
(a)

1! (x− a) + f
′′
(a)

2! (x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n

Òîãäà èç (4.4) ïîëó÷èì Rn+1(x) = f(x) − ϕ(x, a). Çàäà÷à ñîñòîèò â
äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî äàííàÿ ðàçíîñòü ðàâíà îñòàòî÷íîìó ÷ëåíó,
ïðèâåäåííîìó â òåîðåìå. Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå x > a â îêðåñòíîñòè
òî÷êè x = a è âîçüìåì ïåðåìåííóþ t ∈ [a; x].

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

ψ(t) = f(x)− ϕ(x, t)− (x− t)p
G(x), G(x) = Rn+1(x)

(x− a)p

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå ïîëèíîìà ϕ(x)

ψ(t) = f(x)− (f(t) + f
′
(t)

1! (x− t) + f
′′
(t)

2! (x− t)2 + · · ·+

+f (n)(t)

n!
(x− t)n)− (x− t)p

G(x).

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà. Ïðîâåðèì åå çíà÷åíèå íà
êîíöàõ ñåãìåíòà [a; x]. Î÷åâèäíî, ÷òî â òî÷êå t = x, ψ(x) = 0. Ïîäñòà-
âèì çíà÷åíèå t = a, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî G(x) = Rn+1(x)

(x− a)p

è ôîðìóëó (4.4) ψ(a) = f(x) − f(x) = 0. Ôóíêöèÿ ψ(t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ. Òîãäà, ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ [a; x] Òàêàÿ, ÷òî
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ψ
′
(ξ) = 0. Âû÷èñëèì ψ

′
(t) =

= −
(

f
′
(t)− f

′
(t)

1! + f
′′
(t)

1! (x− t) + f
′′′

(t)

2! (x− t)2 − 2f
′′
(t)

2! (x− t) +

+ · · ·+ f (n+1)(t)

n!
(x− t)n − n

f (n)(t)

n!
(x− t)n−1 − p (x− t)p−1

G(x)
)

=

−f (n+1)(t)

n!
(x− t)n + p (x− t)p−1

G(x).

Ïîäñòàâèâ t = ξ, ïîëó÷èì −f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n + p (x− ξ)p−1

G(x),

îòêóäà èìååì G(x) = f (n+1)(ξ)

n!p
(x− ξ)n−p+1. Ïðèíèìàÿ âî

âíèìàíèå ðàâåíñòâî G(x) = Rn+1(x)

(x− a)p , îïðåäåëèì Rn+1(x) =

=
(

x− a

x− ξ

)p (x− ξ)n+1

n!p
f (n+1)(ξ)¤

Ïðèäàâàÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíå p, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷-
íûå ôîðìû îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà. Ïóñòü p = n + 1. Òîãäà áóäåì èìåòü

Rn+1(x) =
(

x− a

x− ξ

)n+1 (x− ξ)n+1

n!(n + 1) f (n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ)

(n + 1)! (x− a)n+1
.

Ýòà ôîðìà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé Ëàãðàíæà.
Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ïèàíî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f(x), Rn+1(x) = o ((x− a)n) .
Èç ôîðìóëû Rn+1(x) = f(x)− ϕ(x, a) ñëåäóþò ðàâåíñòâà:

Rn+1(a) = R
′
n+1(a) = R

′′
n+1(a) = · · · = R

(n)
n+1(a) = 0.

Íàéäåì ïðåäåë lim
x→a

Rn+1(x)

(x− a)n , ïðèìåíèâ n ðàç ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ

lim
x→a

Rn+1(x)

(x− a)n = lim
x→a

R
′
n+1(x)

n (x− a)n−1 = · · · = lim
x→a

R
(n−1)
n+1 (x)

n!(x− a)
= lim

x→a

R
(n)
n+1(x)

n!
=

= 0. Èç ïðàâèëà ñðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Rn+1(x) = o ((x− a)n) .¤
Åñëè â ôîðìóëå (4.4) a = 0, òî îíà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà

f(x) = f(0) + f
′
(0)
1! x + f

′′
(0)
2! x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + Rn+1(x). (4.5)

Ïðèìåðû 4.2. à) Ïóñòü f(x) = ex Ðàçëîæèì ôóíêöèþ ïî ôîðìóëå
Ìàêëîðåíà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïèàíî. f(0) = 1, f (n)(0) = 1
äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ n. Òîãäà, ïîëó÷èì

ex = 1+ x + x2

2! + x

3!
3
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn).
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á) f(x) = sin x, f(0) = 0, f (n)(x) = sin (x + n
π

2 ), f (2m)(0) = sinmπ =
= 0,

f (2m−1)(0) = sin
(
mπ − π

2

)
= (−1)m−1

Òîãäà, ïðèðàâíÿâ â ôîðìóëå (4.5) n = 2m, ïîëó÷èì

sin x = x− x3

3! + x5

5! − ·· ·+ (−1)m−1 x2m−1

(2m− 1)! + o(x2m).

â) f(x) = cos x, f (n)(x) = cos (x + n
π

2 ), f(0) = 0, f (2m)(0) = (−1)m ,
f (2m−1)(0) = 0. Åñëè â ôîðìóëå (4.5) âçÿòü n = 2m− 1, òî ïîëó÷èì

cos x = 1− x2

2! + x4

4! − ·· ·+ (−1)m x2m

(2m)!
+ o(x2m−1).

4.3. Èññëåäîâàíèå ãðàôèêà ôóíêöèè íà íàëè÷èå

ýêñòðåìóìîâ
Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(x). Òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü åå íà íàëè-

÷èå ýêñòðåìóìîâ, è åñëè îíè åñòü, òî îïðåäåëèòü èõ òèï.
Òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ f
′
(x) = 0, òàê êàê ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâè-

åì ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìîâ ó äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè (òåîðå-
ìà4.2). Ýòè òî÷êè áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà ýêñòðåìóìà íåîáõîäèìî èìåòü äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ íàëè÷èÿ ýêñòðåìóìîâ.

Òåîðåìà 4.8. (ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà) Ïóñòü
òî÷êà x = α ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
f(x)(x = α ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ f

′
(x) = 0). Òîãäà, åñëè â

îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñëåâà f
′
(x) > 0, à ñïðàâà f

′
(x) < 0, òî

ýòà òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Åñëè â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè
ñëåâà f

′
(x) < 0 à ñïðàâà f

′
(x) > 0, òî ýòà òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíè-

ìóìà. Åñëè ñëåâà è ñïðàâà ïðîèçâîäíàÿ èìååò îäèíàêîâûå çíàêè,
òî ýêñòðåìóìà íåò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè x =
= α ñåãìåíò [x; a]. Íà ýòîì ñåãìåíòå ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû Ëàãðàíæà. Òîãäà èìååì

f(a)− f(x) = f
′
(ξ)(a− x), ξ ∈ [x; a]. (4.6)

f
′
(ξ) íàõîäèòñÿ ñëåâà îò òî÷êè a. Ïóñòü f

′
(ξ) > 0. Òàê êàê a− x > 0,

òî f(a) > f(x) . Íà ñåãìåíòå [a; x] èìååì

f(x)− f(a) = f
′
(ξ)(x− a), ξ ∈ [a; x]. (4.7)
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f
′
(ξ) íàõîäèòñÿ ñïðàâà îò òî÷êè a. Ïóñòü f

′
(ξ) < 0. Òàê êàê x− a > 0,

òî f(a) > f(x) . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x = α ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìó-
ìà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ óñëîâèå ìèíèìóìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ ñëåâà
è ñïðàâà èìååò îäèí çíàê f

′
(ξ) > 0. Òîãäà, èç ôîðìóëû (??) èìååì

f(a) > f(x), à èç ôîðìóëû (??) ïîëó÷àåì f(x) > f(a). Ñëåäîâàòåëüíî
ýêñòðåìóìà íåò.¤

Òåîðåìà 4.9. (âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà) Ïóñòü
ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà x = α

(f ′(a) = 0) è êîíå÷íóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ. Òîãäà, åñëè
f
′′
(a) > 0, òî ýòî òî÷êà ìèíèìóìà, à åñëè f

′′
(a) < 0, òî ýòî òî÷êà

ìàêñèìóìà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f

′′
(a) > 0, òîãäà ôóíêöèÿ

f
′
(x) â ýòîé òî÷êå âîçðàñòàåò, à f

′
(a) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå, â ñîîò-

âåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 4.1, â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè f
′
(x) < 0,

êîãäà x < a f
′
(x) > 0 êîãäà x > a. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé

4.8 ýòî òî÷êà ìèíèìóìà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ óñëîâèå äëÿ òî÷êè
ìàêñèìóìà.¤

Îäíàêî, ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü ýêñòðåìóìû â
òî÷êàõ, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ íå îïðåäåëåíà.

Òåîðåìà 4.10. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x = α, à â òî÷êå x = α ïðîèçâîäíàÿ íå îïðåäåëåíà,
íî ñàìà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â ýòîé òî÷êå. Òîãäà, åñëè
â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñëåâà f

′
(x) > 0, à ñïðàâà f

′
(x) < 0, òî

ýòà òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Åñëè â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè
ñëåâà f

′
(x) < 0, à ñïðàâà f

′
(x) > 0, òî ýòà òî÷êà ëîêàëüíîãî ìè-

íèìóìà. Åñëè ñëåâà è ñïðàâà ïðîèçâîäíàÿ èìååò îäèíàêîâûå çíàêè,
òî ýêñòðåìóìà íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 4.8, ïîýòîìó
îíî íå ïðèâîäèòñÿ. Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè è òî÷êè, ãäå ýêñòðåìóì åñòü, à
ôóíêöèÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà, áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè.

Ïðèìåðû 4.3. à) Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóìû ôóíêöèþ
y = x2 − 2x + 2

x− 1 . Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ìíîæåñòâî (−
−∞; 1)

⋃
(1;+∞). Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

y
′

= (2x− 2)(x− 1)− (x2 − 2x + 2)
(x− 1)2

= x2 − 2x
(x− 1)2

. Ðåøàåì óðàâíåíèå

f
′
(x) = 0. x2 − 2x

(x− 1)2
= 0. Ïîëó÷àåì x1 = 0, x2 = 2. Äëÿ óäîáñòâà

ïîñòðîèì òàáëèöó èíòåðâàëîâ ñ óêàçàíèåì çíàêà ïðîèçâîäíûõ íà ýòèõ
èíòåðâàëàõ.

(−∞; 0) (0; 1) (1; 2) (2; +∞)
f
′
(x) > 0 f

′
(x) < 0 f

′
(x) < 0 f

′
(x) > 0
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Èñïîëüçóÿ ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà, ïîëó÷àåì, ÷òî
â òî÷êå x = 0 èìååì ìàêñèìóì, â òî÷êå x = 2 èìååì ìèíèìóì.

á) Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóìû ôóíêöèþ y = 3
√

(x2 − 4x− 5)2 .
Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.
Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíóþ y

′
= 2(2x− 4)

3 3√
x2 − 4x− 5

. Â òî÷êàõ x = −1 èx = 5

ïðîèçâîäíàÿ íå îïðåäåëåíà, à â òî÷êå x = 2 y
′
= 0

(−∞; −1) (−1; 2) (2; 5) (5; +∞)
f
′
(x) < 0 f

′
(x) > 0 f

′
(x) < 0 f

′
(x) > 0

Â òî÷êàõ x = −1 èx = 5 èìååì ìèíèìóì, à â òî÷êå x = 2 ìàêñèìóì.

4.3.1. Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè íà
ñåãìåíòå. Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ y = f(x), x ∈ [a; b].
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.
Òàê êàê ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, òî îíà ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è íàè-
ìåíüøåå çíà÷åíèÿ èëè â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà èëè íà êðàÿõ ñåãìåíòà.
Ïîýòîìó àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ.

1. Îïðåäåëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè íà ñåãìåíòå.
2. Â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ è íà êðàÿõ ñåãìåíòà âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷å-

íèÿ ôóíêöèè, ñðåäè êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå
çíà÷åíèÿ.

Ïðèìåðû 4.4. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
f(x) = 1

3x3 − 3x2 + 5x− 2, x∈ [0; 3].
Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíóþ f

′
(x) = x2 − 6x + 5. Ðåøàåì óðàâíåíèå

x2 − 6x + 5 = 0. Îïðåäåëÿåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè: x1 = 1∈ [0; 3]
x2 = 5 /∈ [0; 3]. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè: f(0) = −2, f(1) = 1

3 ,

f(3) = −15. Ïîëó÷èëè: f(x) = 1
3 , f(x) = −15.

4.4. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìîâ.
2. Ñôîðìóëèðóéòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìîâ.
3. Ñôîðìóëèðóéòå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.
4. Ïåðå÷èñëèòå âèäû íåîïðåäåëåííîñòåé, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè

âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ è ñïîñîáû èõ ðàñêðûòèÿ.
5. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Òåéëîðà.
6. Êàêèå ôîðìû îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ôîðìóëå Òåéëîðà Âû çíàåòå?
7. Ïðèâåäèòå ôîðìóëó Ëàãðàíæà è ïîÿñíèòå åå ãåîìåòðè÷åñêèé

ñìûñë.
8. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó äëÿ îáîáùåííûõ êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé.
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4.5. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷
Ðàññìîòðèì ïîðÿäîê ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ òèïîâûõ çàäà÷.
1. Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêó ðàçíîñòè äâóõ ôóíêöèé y = arctgx

è y = arctgz
Ðåøåíèå: Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ëàãðàíæà arctgx− arctgz =
= (arctgξ)

′
(x− z) = 1

1+ ξ2
(x− z) , ξ ∈ [z; x] Ïðèíèìàÿ âî âíèìà-

íèå íåðàâåíñòâî
∣∣∣∣

1
1+ ξ2

∣∣∣∣ 6 1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

|arctgx− arctgz| 6 |x− z|
2. Íàéòè ïðåäåë lim

x→0
x− ln(x + 1)

x2 , èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.

lim
x→0

x− ln(x + 1)
x2 =

[0
0

]
= lim

x→0
1− 1/(x + 1)

2x = lim
x→0

1
2(x + 1) = 1

2

3. Íàéòè lim
x→0

ln cos3x
ln cosx

.

lim
x→0

ln cos3x
ln cosx

=
[0
0

]
= lim

x→0
3 (cos3x)−1 sin3x

(cosx)−1 sinx
= lim

x→0
cosx

cos3x
3sin3x
sinx

=

= lim
x→0

3sin3x
sinx

=
[0
0

]
= lim

x→0
9cos3x
cosx

= 9.

4. Íàéòè lim
x→0

xtg x =
[
00

]
.

Ðåøåíèå: Ââåäåì îáîçíà÷åíèå y = xtg x è ïðîëîãàðèôìèðóåì ýòî
ðàâåíñòâî ln y = tg x ln x. Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå y = etg x ln x ïîëó-
÷èì xtg x = etg x ln x Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåïðåðûâíîñòü ýêñïîíåí-
öèàëüíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì etg x ln x = e (tg x ln x). Âû÷èñëÿåì ïðåäåë
(tg x ln x). Èìååì íåîïðåäåëåííîñòü [−∞ · 0]. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå
ïîä çíàêîì ïðåäåëà

lim
x→0

ln x(
1

tgx

) =
[−∞
∞

]
= lim

x→0

( 1
x

)
(
− lim

x→0

1
tg2x

· 1
cos2x

) = −sin2x

x
=

[0
0

]
=

= − lim
x→0

sin2x
1 = 0.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
lim
x→0

xtg x = e0 = 1.

5. Íàéòè èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè
y = 2x3 + 3x2 − 12x + 5.

Ðåøåíèå: Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè òåîðåìû 4.1.
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Ðèñ. 4.2.

y
′
= 6x2 + 6x− 12. Èùåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè, ðåøàÿ óðàâíåíèå

6x2 + 6x− 12 = 0, x1 = −2, x2 = 1. Îïðåäåëÿåì çíàêè ïðîèçâîäíîé
íà ïîëó÷åííûõ èíòåðâàëàõ ðèñ.4.2.

Â ðåçóëüòàòå èìååì: èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ (−∞; −2) è (1; +∞),
èíòåðâàë óáûâàíèÿ (−2; 1). Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4.8, â òî÷êå
x = −2 èìååì ìàêñèìóì, à â òî÷êå x = 1 ìèíèìóì ôóíêöèè.

6. Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèè y = x2 (4− x)2

Ðåøåíèå: Èùåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè
y
′
= 4x(x2 − 6x + 8). Ðåøàåì óðàâíåíèå 4x(x2 − 6x + 8) = 0

Ïîëó÷àåì: x1 = 0, x2 = 2, x3 = 4. Âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèå ýêñòðåìóìû, òåîðåìà 4.9. y

′′
= 4(3x2 − 12x + 4). Âû-

÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ y
′′
(0) =

= 16, y
′′
(2) = −32, y

′′
(4) = 16. Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êàõ x1 = 0,

x3 = 4 èìååì ìèíèìóì, à â òî÷êå x2 = 2 ìàêñèìóì.
7. Çàïèñàòü ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè y = ln x â îêðåñòíîñòè

òî÷êè x = 1. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí çàïèñàòü â ôîðìå Ïèàíî.
Ðåøåíèå: Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4.7, èìååì

f(x) = f(1) + f
′
(1)
1! (x− 1) + f

′′
(1)
2! (x− 1)2 + · · ·+ f (n)(1)

n!
(x− 1)n +

+o ((x− 1)n)

Âû÷èñëÿåì äâå ïðîèçâîäíûå: f
′
= 1/x, f

′′
= −1/x2, f (3) = 2/x3

f (4) = −6/x4, · · · , f (n) = (−1)n−1 (n− 1)!/xn. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ
ýòèõ ïðîèçâîäíûõ è çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå x = 1,

f(1) = 0, f
′
(1) = 1, f ′′(1) = −1, f (3)(1) = 2, f (4)(1) = −6,

f (n)(1) = (−1)n−1 (n− 1)! . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

lnx ≈ (x− 1)− 1
2 (x− 1)2 + 1

3 (x− 1)3 − 1
4 (x− 1)4 + · · ·+

+ (−1)n−1

n!
(x− 1)n + o ((x− 1)n)

4.6. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà;
3 Öûêóíîâ À. Ì.



66 Ëåêöèÿ 4. Îñíîâíûå òåîðåìû. Ýêñòðåìóìû ôóåêöèè

à) |sin x − siny| 6 |x− y| . á) |ln(x + 1)− ln(y + 1)| 6 |x− y|
x > 0, y > 0. â)

∣∣ln(x2 + 1)− ln(y2 + 1)
∣∣ 6 2 |x− y| x > 1, y > 1.

Íàéòè ñëåäóþùèå ïðåäåëû, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.
2. à) lim

x→∞
ln(x + 5)
4√

x + 3
, á) lim

x→0
tgx− x

x− sinx
, â) lim

x→0
1− cos x2

x2 − sin x2 .

3. à) lim
x→0

1− cos8x
tg22x

, á) lim
x→0

x− arctgx

x3 , â) lim
x→0

ln(x2 + 1)
cos 3x− e−x .

4. à) lim
x→∞

xsin
( 1
5x

)
, á) lim

x→1
(1− x)lnx ,

lim
x→∞

x (ln(2+ x)− ln(x + 1)) .

5. à) lim
x→∞

(x + 2x)1/x , á) lim
x→0

(ctgx)sin x , â) lim
x→0

( 1
x

)tgx

.

Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèé è îïðåäåëèòü èõ òèï.
6. à) y = x2 (x− 1)3 , á) y =4x−x2−4

x
, â) y = x− 2ln(3+x2) .

7. à) y = x2

x− 2 , á) y = x+
√

1−x , â) y = x1/x.

Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ñåãìåíòå.
8. à) f(x) = ln(x2 − 2x + 2), x ∈ [0; 3], á) y = lnx/x, x ∈ [1; 4].
4.6.1. Îòâåòû:. 2. à) 0, á) 2, â) ∞. 3. à) 8, á) 1/3, â) 0.
4. à) 1/5, á) 1, â) 1. 5. à) 2, á) 1, â) 1.
6. à)max ïðèx = 0, min ïðèx = 0, 4 ,
á)max ïðèx = 2, min ïðèx = −2,
â) max ïðèx = 1, min ïðèx = 3.
7. à)max ïðèx = 0, min ïðèx = 4 , á)max ïðèx = 3/4,
â) max ïðèx = e.
8. à) sup

x∈[0;3]
f(x) = ln5, inf

x∈[0;3]
f(x) = 0,

á) sup
x∈[0;4]

f(x) = e−1, inf
x∈[0;3]

f(x) = 0.



Ëåêöè ÿ 5

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ È ÈÕ ÃÐÀÔÈÊÎÂ

5.1. Íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ãðàôèêà ôóíêöèè
Îïðåäåëåíèå 5.1. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) èìååò íà èíòåðâàëå

(a; b) âûïóêëîñòü, íàïðàâëåííóþ âíèç (ââåðõ), åñëè ãðàôèê ôóíêöèè
íà ýòîì èíòåðâàëå ëåæèò âûøå (íèæå) ëþáîé êàñàòåëüíîé ïðîâå-
äåííîé ê ôóíêöèè íà äàííîì èíòåðâàëå.

Ðèñ. 5.1. Ðèñ. 5.2.

Èëëþñòðàöèÿ äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåíà íà ðèñ. 5.1 è 5.2.
×àñòî, ôóíêöèþ, èìåþùóþ íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ââåðõ, íàçû-

âàþò âûïóêëîé, à ôóíêöèþ, èìåþùóþ íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè âíèç,
íàçûâàþò âîãíóòîé.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò óñëîâèÿ, ïî êîòîðûì ìîæíî îïðåäå-
ëÿòü, êóäà íàïðàâëåíà âûïóêëîñòü.

Òåîðåìà 5.1. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà
íà èíòåðâàëå (a; b) è âòîðûå ïðîèçâîäíûå èìåþò êîíå÷íûå çíà÷å-
íèÿ, òî ïðè f

′′
(x) > 0 ∀x ∈ (a; b) ôóíêöèÿ âîãíóòà, à ïðè f

′′
(x) < 0

∀x ∈ (a; b) ôóíêöèÿ âûïóêëàÿ
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå

x = β yk = f(β) + f
′
(β)(x − β). Ðàçëîæèì ôóíêöèþ â îêðåñòíîñòè

òîêè x = β ïî ôîðìóëå Òåéëîðà (4.4) ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå
3*
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Ëàãðàíæà, ïîëîæèâ n = 1

y = f(β) + f
′
(β)

1! (x− β) + f
′′
(ξ)

2! (x− β)2.

Âû÷èòàÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïîëó÷èì

y − yk = f
′′
(ξ)

2! (x− β)2.

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå f
′′
(x) > 0 ∀x ∈ (a; b), òî èç f

′′
(ξ) > 0 =⇒ y >

> yk ∀x ∈ (a; b) =⇒ ôóíêöèÿ âîãíóòà. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå f
′′
(x) <

< 0 ∀x ∈ (a; b), òî èç f
′′
(ξ) < 0 =⇒ y < yk ∀x ∈ (a; b) =⇒ ôóíêöèÿ

âûïóêëàÿ.¤

5.1.1. Òî÷êè ïåðåãèáà. Îïðåäåëåíèå 5.2. Òî÷êà A(c; f(c))
ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà, åñëè â
îêðåñòíîñòè òî÷êè x = c ãðàôèê ôóíêöèè ñëåâà è ñïðàâà èìååò
ðàçíûå íàïðàâëåíèÿ âûïóêëîñòè.

Òåîðåìà 5.2. (íåîáõîäèìîå óñëîâèå) Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) äâà-
æäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = c è ãðàôèê ôóíêöèè èìååò â
ýòîé òî÷êå ïåðåãèá, òî f

′′
(c) = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü
â òî÷êå x = c f

′′
(c) < 0 èëè f

′′
(c) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè

ñ òåîðåìîé 5.1, ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êå èìååò íàïðàâëåíèå
âûïóêëîñòè ââåðõ èëè âíèç. Òîãäà â ýòîé òî÷êå íåò ïåðåãèáà. Ïðîòè-
âîðå÷èå äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.¤

Ýòà òåîðåìà äàåò òîëüêî íåîáõîäèìîå óñëîâèå íàëè÷èÿ òî÷êè ïåðå-
ãèáà. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = x4 èìååò â òî÷êå x = 0 íóëåâóþ âòîðóþ
ïðîèçâîäíóþ. Îäíàêî ýòà òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.

Òåîðåìà 5.3. (ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà) Åñëè ôóíê-
öèÿ y = f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x = c, f ′′(c) = 0, à ñëåâà è ñïðàâà âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò êî-
íå÷íûå çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, òî òî÷êà x = c ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïåðåãèáà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïåðåãèáà.
Òàê êàê ïî óñëîâèÿì òåîðåìû ïðîèçâîäíûå â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = c
ñëåâà è ñïðàâà èìåþò ðàçíûå çíàêè, ñëåäóåò, ÷òî ñëåâà è ñïðàâà ðàçíûå
íàïðàâëåíèÿ âûïóêëîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x = c ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïåðåãèáà.¤

Òåîðåìà 5.3. (âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà) Åñëè ôóíêöèÿ
y = f(x) èìååò â òî÷êå x = c, f ′′(c) = 0, f

′′′
(c) 6= 0 òî ãðàôèê ôóíê-

öèè èìååò â òî÷êå x = c ïåðåãèá.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f

′′′
(c) 6= 0 ôóíêöèÿ f

′′
(x)

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = c âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò, íî f
′′
(c) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñëåâà è ñïðàâà ôóíêöèÿ f
′′
(x) èìååò ðàçíûå çíàêè, ÷òî

ãîâîðèò î òîì, ÷òî òî÷êà x = c ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.¤
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Òåîðåìà 5.4. (òðåòüå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íàëè÷èÿ ýêñòðåìóìà èëè
òî÷êè ïåðåãèáà) Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x)n + 1 ðàç äèôôåðåíöèðóåìà
â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = c, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

f
′′
(c) = · · · = f (n)(c) = 0, f (n+1)(c) 6= 0.

Òîãäà, åñëè n � ÷åòíîå, òî òî÷êà x = c ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.
Åñëèn � íå÷åòíîå è f

′
(c) = 0 , òî òî÷êà x = c ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

ýêñòðåìóìà. Êðîìå òîãî åñëè f (n+1)(c) > 0, òî ýòî ìèíèìóì, åñëè
f (n+1)(c) < 0, òî ýòî ìàêñèìóì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü n−−÷åòíîå, n > 4. Èç óñëîâèé
f (n)(c) = 0, f (n+1)(c) 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f (n)(x) â òî÷êå

x = c âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò è ñëåâà è ñïðàâà èìååò ðàçíûå çíàêè.
Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f

′′
(x) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

f
′′
(x) = f

′′
(ñ) + f (3)(ñ)

1! (x− c) + · · ·+ f (n−1)(ñ)
(n− 3)! (x− c)n−3+

+ f (n)(ξ)

(n− 3)! (x− c)n−2 = f (n)(ξ)

(n− 3)! (x− c)n−2

Òî÷êà x = ξ ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè x è c. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ f (n)(ξ),
à ñëåäîâàòåëüíî è ôóíêöèÿ f

′′
(x) áóäóò èìåòü ðàçíûå çíàêè ñëåâà è

ñïðàâà îò òî÷êè x = c. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî òî÷êà ïåðåãèáà.
Ïóñòü òåïåðü n − −íå÷åòíîå è f

′
(c) = 0, n > 3.Ïðåäïîëîæèì,

÷òî f (n+1)(c) > 0. Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèå f (n)(c) = 0,
ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f (n)(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = c âîçðàñòàåò,
ïðè÷åì ñëåâà îíà îòðèöàòåëüíà, à ñïðàâà ïîëîæèòåëüíà.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f
′
(x)ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

f
′
(x) = f

′
(ñ) + f

′′
(ñ)
1! (x− c) + · · ·+ f (n−1)(ñ)

(n− 2)! (x− c)n−2+

+ f (n)(ξ)

(n− 1)! (x− c)n−1 = f (n)(ξ)

(n− 1)! (x− c)n−1

Òàê êàê n−−íå÷åòíîå, òî÷êà x = ξ ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè x è c. Ôóíê-
öèÿ f (n)(ξ), à ñëåäîâàòåëüíî è ôóíêöèÿ f

′
(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = c

âîçðàñòàåò, ïðè÷åì ñëåâà îíà îòðèöàòåëüíà, à ñïðàâà ïîëîæèòåëüíà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî òî÷êà ìèíèìóìà.¤

Åñëè f (n+1)(c) < 0, òî íàëè÷èå ìàêñèìóìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷-
íî.

5.2. Àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè
Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïðÿìàÿ x = c íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëüíîé

àñèìïòîòîé ôóíêöèè f(x), åñëè, õîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâ
lim

x→c+0
f(x), lim

x→c−0
f(x) ðàâåí +∞ èëè −∞.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü, èìååòñÿ ëè ó ôóíê-
öèè âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ëåâîñòîðîííèé è
ïðàâîñòîðîííèé ïðåäåëû â èíòåðåñóþùåé òî÷êå. Òàêèìè òî÷êàìè, êàê
ïðàâèëî ÿâëÿþòñÿ êîðíè óðàâíåíèÿ 1

f(x)
= 0. Ýòè êîðíè íàçûâàþòñÿ

ïîëþñàìè ôóíêöèè f(x).
Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïðÿìàÿ y = kx + b íàçûâàåòñÿ íàêëîííîé

àñèìïòîòîé ôóíêöèè y = f(x), åñëè ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå f(x) = kx + b + δ(x), ãäå lim

x→∞
δ(x) = 0

Òåîðåìà 5.5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) èìåë
íàêëîííóþ àñèìïòîòó y = kx + b ïðè x → +∞, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè äâà êîíå÷íûõ ïðåäåëà:

lim
x→∞

f(x)

x
= k, lim

x→∞
(f(x)− kx) = b.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Íåîáõîäèìîñòü. Ãðàôèê ôóíêöèè èìååò àñèìïòîòó y = kx + b. Òî-

ãäà, ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f(x) = kx + b + δ(x). Íàéäåì
ïðåäåëû:

lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞
kx + b + δ(x)

x
= lim

x→∞

(
k + b

x
+ δ(x)

x

)
= k.

lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(kx + b + δ(x)− kx) = b.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ñóùåñòâóþò ïðåäåëû: lim
x→∞

f(x)

x
= k, lim

x→∞
(f(x)−

− kx) = b. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) − kx − b ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.
Îáîçíà÷èâ åå δ(x), ïîëó÷èì f(x) = kx + b + δ(x).¤

5.3. Èññëåäîâàíèå ãðàôèêà ôóíêöèè
Èçó÷åíû âñå âîïðîñû, ïîçâîëÿþùèå èññëåäîâàòü ãðàôèê ôóíêöèè è

ïîñòðîèòü åå ýñêèç. Îáùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ
ýòàïîâ.

1. Óòî÷íÿåòñÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè è, åñëè ýòî âîçìîæíî
îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

2. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèå ôóíêöèè ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà ê
+∞ è −∞

3. Âûÿñíÿåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè âåðòèêàëüíûõ è íàêëîííûõ
àñèìïòîò è ïðîèçâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ó àñèìïòîò.

4. Îïðåäåëÿþòñÿ èíòåðâàëû óáûâàíèÿ è âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè.
Íàõîäÿòñÿ òî÷êè ýêñòðåìóìà è èõ òèï. Âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà.
5. Îïðåäåëÿþòñÿ èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò íàïðàâ-

ëåíèÿ âûïóêëîñòè, à òàêæå òî÷êè ïåðåãèáà. Âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè â òî÷êàõ ïåðåãèáà.
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Ïðèìåð 5.1. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y = x3

x2 − 3
è ïîñòðîèòü ýñêèç

ãðàôèêà ôóíêöèè.
1. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî(−∞;−

√
3

) ∪ (−
√
3 ;
√
3

) ∪ (√
3 ; +∞)

. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿ-
ìè êîîðäèíàò èìååò êîîðäèíàòû (0; 0)

2. lim
x→∞

x3

x2 − 3
= lim

x→∞
x3

x2(1− 1
x2

)
= lim

x→∞
x(

1− 1
x2

) = ∞,

lim
x→−∞

x3

x2 − 3
= lim

x→−∞
x3

x2(1− 1
x2

)
= lim

x→−∞
x(

1− 1
x2

) = −∞.

3. Âåðòèêàëüíûìè àñèìïòîòàìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå: x = −
√
3 , x =

√
3

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè âáëèçè àñèìïòîò.

lim
x→−

√
3−0

x3

(x−
√
3 )(x +

√
3 )

= −∞, lim
x→−

√
3+0

x3

(x−
√
3 )(x +

√
3 )

= +∞,

lim
x→

√
3−0

x3

(x−
√
3 )(x +

√
3 )

= −∞, lim
x→

√
3+0

x3

(x−
√
3 )(x +

√
3 )

= +∞.

Âûÿñíÿåì íàëè÷èå íàêëîííûõ àñèìïòîò

lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞
x3

x3 − 3x
= lim

x→±∞
1

1+
3
x2

= 1, lim
x→±∞

(f(x)− kx) =

= lim
x→±∞

(
x3

x2 − 3
− x

)
= lim

x→±∞
3x

x2 − 3
= lim

x→±∞
3

x− 3/x
= 0. Ïîëó÷èëè

óðàâíåíèå íàêëîííîé àñèìïòîòû y = x.
4. Íàõîäèì èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ. Âû÷èñëÿåì ïðîèç-

âîäíóþ y
′
=

x2
(
x2 − 9

)

(
x2 − 3

)2 . Ñòðîèì òàáëèöó

Èíòåðâ. (∞;−3) (−3;−
√
3

) (−
√
3 ; 0

) (
0;
√
3

) (√
3 ; 3

)
(3;∞)

f
′
(x) + − − − − +

Ïîâåä.
ôóíê-
öèè

Âîçðàñò. Óáûâàåò Óáûâàåò Óáûâàåò Óáûâàåò Âîçðàñò.

Â òî÷êå x = −3 èìååì ìàêñèìóì, à â òî÷êå x = 3 èìååì ìèíèìóì.

y(−3) = −27
6 = −4, 5, y(3) = 27

6 = 4, 5.
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5. Îïðåäåëÿåì èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèÿ
âûïóêëîñòè, à òàêæå òî÷êè ïåðåãèáà. Âû÷èñëÿåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ
y
′′
(x) = 6x(x2 + 9)(

x2 − 3
)3 . Ñòðîèì òàáëèöó

Èíòåðâàë
(−∞; −

√
3

) (−
√
3 ; 0

) (
0;
√
3

) (√
3 ; +∞)

Çíàêf
′′
(x) − + − +

Íàïðàâëåíèå
âûïóêëî-
ñòè

ââåðõ âíèç ââåðõ âíèç

Â òî÷êå x = 0 èìååì òî÷êó ïåðåãèáà. Òåïåðü ëåãêî ìîæíî ïîñòðî-
èòü ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè. Ýñêèç ãðàôèêà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.5.3.

Ðèñ. 5.3.

5.3.1. Êîíòðîëüíûå âî-
ïðîñû. 1. Êàê îïðåäåëèòü íà-
ïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ãðàôèêà
ôóíêöèè íà èíòåðâàëå?

2. Êàê îïðåäåëèòü òî÷êó ïå-
ðåãèáà?

3. Ñôîðìóëèðóéòå ïåðâîå è
âòîðîå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà-
ëè÷èÿ òî÷êè ïåðåãèáà.

4. Ñôîðìóëèðóéòå òðåòüå äî-
ñòàòî÷íîå óñëîâèå íàëè÷èÿ òî÷-
êè ïåðåãèáà è òî÷êè ýêñòðåìóìà.

5. Êàê îïðåäåëèòü óðàâíåíèå
íàêëîííîé àñèìïòîòû?

6. Äîêàæèòå òåîðåìó 5.4 äëÿ ñëó÷àÿ f (n+1)(c) < 0

5.4. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷
1. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = 16x3 + 12x2 − 5 ñ ïîìîùüþ

ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ðåøåíèå:
1. Ïðîèçâåäåì èññëåäîâàíèå ôóíêöèè áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïðîèçâîä-

íûõ.
Äàííàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì, ýëåìåíòàðíàÿ,
ò.ê. ýòî ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè, ïîýòîìó îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

D(y) = R. Òàê êàê D(y) = R, òî àáñöèññîé òî÷êè ãðàôèêà ìîæåò
ñëóæèòü ëþáàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà îñè OX, ò.å. íèêàêèå òî÷êè, ëåæà-
ùèå íà îñè OX, íå èñêëþ÷àåì.
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Òàê êàê çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ýëåìåíòàðíàÿ, òî îíà íåïðåðûâíà íà
D(y) = R, ïîýòîìó òî÷åê ðàçðûâà íåò. D(y)� ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî
îòíîñèòåëüíî Î(0;0), ïîýòîìó, åñëè x ∈ D(y), òî −x ∈ D(y).

Íàéäåì y(−x) = 16(−x)3 + 12(−x)2 − 5 = −16x3 + 12x2 − 5 = −
−(16x3 − 12x2 + 5). Èòàê, y(−x) 6= y(x), y(−x) 6= −y(x), ïîýòîìó çà-
äàííàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åòíîé, íè íå÷åòíîé, çíà÷èò ãðàôèê
ôóíêöèè y = 16x3 + 12x2 − 5 íå áóäåò ñèììåòðè÷åí íè îòíîñèòåëüíî
îñè OY, íè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, ò.ê. ìû çíàåì, êàêèå èç ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, ìíîãî÷ëåíû ê íèì íå
îòíîñÿòñÿ.

Íàõîäèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñüþ OY : x = 0,
y = −5; ñ îñüþ OX (íóëè ôóíêöèè) 16x3 + 12x2 − 5 = 0.

Ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåí 16x3 + 12x2 − 5íà ìíîæèòåëè, èñïîëüçóÿ ìå-
òîä ãðóïïèðîâêè è âûíåñåíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ çà ñêîáêè.
16x3 + 12x2 − 5 = 16x3 + 20x2 − 8x2 + 10x− 10x− 5 =
= 8x2(2x− 1) + 10x(2x− 1) + 5(2x− 1) = (2x− 1)(8x2 + 10x + 5).

Òåïåðü ðåøàåì óðàâíåíèå 16x3 + 12x2 − 5 = 0 =⇒ (2x− 1)(8x2 + 10x +
+ 5) = 0. 2x − 1 = 0,x = 1

2 èëè 8x2 + 10x + 5 = 0 � äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíåé íåò, ò.ê. D = 102 − 4 · 8 · 5 < 0. Èòàê, ãðàôèê ôóíêöèè ïåðåñå-
êàåò îñü OX â òî÷êå

(1
2 ; 0

)
. Íàéäåì èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà.

Íà èíòåðâàëå
(
−∞; 12

)
y<0, ò.ê. íà íåì ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, 0 ∈

∈
(
−∞; 12

)
è y(0) = −5 < 0. Íàøè ðàññóæäåíèÿ îñíîâàíû íà òåîðåìå

î ñîõðàíåíèè çíàêà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Àíàëîãè÷íî, íà y(0) = −
−5 < 0 y>0, ò.ê. 1 ∈

(1
2 ;+∞

)
, y(1) = 16+ 12− 5 = 23 > 0.

Íà ãðàôèê íàíîñèì òî÷êè
(1
2 ; 0

)
, (0; �5).

Òàê êàê äàííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà D(y) = R, òî âåðòèêàëüíûõ
àñèìïòîò íåò. Áóäåì èñêàòü íàêëîííûå àñèìïòîòû.

y = kx + b − óðàâíåíèå íàêëîííîé àñèìïòîòû.
k1 = lim

x→+∞
16x3 + 12x2 − 5

x
= lim

x→+∞
(16x2 + 12x− 5

x
) = +∞, ò.ê. ïðè

x → +∞, x2 → +∞, 5
x
→ +0.

k2 = lim
x→−∞

16x3 + 12x2 − 5
x

= lim
x→−∞

(
16x2 + 12x− 5

x

)
= +∞, ò.ê. ïðè

x → −∞, x2 → +∞, 5
x
→ −0.

Ãðàôèê ôóíêöèè íå èìååò íàêëîííûõ àñèìïòîò.
II. Èññëåäîâàíèå ñ ïðèìåíåíèåì ïåðâîé ïðîèçâîäíîé
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y′ = (16x3 + 12x2 − 5)′ = 48x2 + 24x = 24x(2x + 1),D(y′) = R.
Òàê êàê D(y′) = R, òî òî÷åê ∈ D(y), â êîòîðûõ y′íå ñóùåñòâóåò

íåò, ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê äîñòàòî÷íî ðåøèòü
óðàâíåíèå y′ =0.

24x(2x + 1) = 0 ⇒ x = 0 èëè 2x + 1 = 0, x1 = 0 ∈ D(y), x2 = −
−1
2 ∈ D(y).
Òåïåðü âûÿñíèì, åñòü ëè ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â ýòèõ òî÷êàõ.
Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Äëÿ

ïðîñòîòû ïîñòðîèì òàáëèöó:

Èíòåðâàë (-∞; −1/2) -1/2 (-1/2; 0) 0 (0; +∞)
y
′

+ � +
y âîçðàñòàåò -4 óáûâàåò -5 âîçðàñòàåò
Òèï ýêñòð. max min

Ðèñ. 5.4.

Çíàêè ïðîèçâîäíîé íà èíòåðâàëàõ
îïðåäåëÿëè, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñîõðà-
íåíèè çíàêà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

Òî÷êà
(
−1
2 ;−4

)
� òî÷êà ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìà, òî÷êà (0;−5) � òî÷êà ëîêàëü-
íîãî ìèíèìóìà ïî äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ
ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ
ôóíêöèè íàõîäèì íà îñíîâàíèè äîñòàòî÷-
íîãî óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè. (Åñ-
ëè ôóíêöèÿ y = 16x3 + 12x2 − 5 äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà

(
−∞;−1

2

)
è y′(x) > 0 äëÿ

∀x ∈
(
−∞;−1

2

)
, òî ôóíêöèÿ y = 16x3 + 12x2 − 5 âîçðàñòàåò íà ýòîì

èíòåðâàëå). Àíàëîãè÷íî, äëÿ
(
−1
2 ; 0

)
, (0;+∞).

Ñòðîèì ïîëó÷åííûå òî÷êè (�1/2; �4) è (0; �5). Ïåðâàÿ òî÷êà áóäåò
�âåðøèíîé ãîðû�, à âòîðàÿ �äíîì âïàäèíû�; êàñàòåëüíûå ïðîâåäåííûå
ê ãðàôèêó ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ áóäóò ïàðàëëåëüíû îñè Ox. Íàíî-
ñèì èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè (ñòðåëî÷êàìè êàê â
òàáëèöå). Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèÿ E(y) = (−∞;+∞). Ïîñòðîèì
ãðàôèê:

2. Ïðîâåñòè ïîëíîå èññëåäîâàíèå è ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y =
= 1− 2x

(x− 1)2
.

Ðåøåíèå: Îáëàñòü ëïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè D(y) = (−∞; 1) ∪
∪ (1;+∞), ò.ê. ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà ïðè x = 1. Èç òî÷åê, ëåæàùèõ
íà îñè Ox èñêëþ÷àåì òî÷êó 1.
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Äàííàÿ ôóíêöèÿ ýëåìåíòàðíàÿ, ïîýòîìó íåïðåðûâíàÿ íà D(y) =
= (−∞; 1) ∪ (1;+∞). Òàê êàê â òî÷êå x = 1 ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà, òî
òî÷êà x = 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà. Îïðåäåëèì õàðàêòåð ðàçðûâà.

lim
x→1−0

1− 2x
(x− 1)2

= lim
x→1−0

1
(x− 1)2

· (1− 2x) = −∞, ò. ê., åñëè x → 1−

− 0, òî x− 1→−0, (x− 1)2 → +0, 1
(x− 1)2

→ +∞, 1− 2x →−1.
Òî÷êà x =1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 2-ãî ðîäà. Íàéäåì åùå:

lim
x→1+0

1− 2x
(x− 1)2

= lim
x→1+0

(1 − 2x) · 1
(x− 1)2

= −1 · (+∞) = −∞, ò.ê.,

åñëè x → 1+ 0, òî x− 1→ +0, (x− 1)2 → +0, 1
(x− 1)2

→ +∞, 1−
− 2x → −1. Òî÷êà x =1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 2-ãî ðîäà.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. D(y) = (−∞; 1) ∪ (1;+∞) íå ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâîì ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïîýòîìó
ôóíêöèÿ íè ÷åòíàÿ, íè íå÷åòíàÿ. Äàííàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèî-
äè÷åñêîé, ò.ê. ∀x ∈ D(y).

1− 2(x + T )

(x + T − 1)2
= 1− 2(x− T )

(x− T − 1)2
= 1− 2x

(x− 1)2
, òîëüêî ïðè Ò = 0.

Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò è
èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà.

Îõ: y = 0, 1− 2x
(x− 1)2

= 0 ⇔ 1 − 2x = 0 ⇔ x = 1
2 . Oy: x = 0,

y = 1− 2 · 0
(0− 1)2

= 1.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíàêà ôóíêöèè íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ, èñïîëü-

çóåì òåîðåìó î ñîõðàíåíèè çíàêà íåïðåðûâíîé íà (a,b) ôóíêöèè.

f(0) = 1− 2 · 0
(0− 1)2

= 1 > 0, f
(3
4

)
=

1− 2 · 3
4(3

4
− 1

)2 = −1 · 16
2 · 1 = −8 <

< 0, f(2) = 1− 2 · 2
(2− 1)2

= −3 < 0.
Òàê êàê òî÷êà x =1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 2 ðîäà, òî ïðÿìàÿ

x =1 ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè. Ó
Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ ëåâîãî è ïðàâîãî îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ, äåëà-

åì âûâîä î òîì, ÷òî ïðè ïîäõîäå ê òî÷êå ðàçðûâà ñëåâà, ñïðàâà ãðàôèê
ôóíêöèè óõîäèò â ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü.

Íàéäåì íàêëîííûå àñèìïòîòû y = kx + b:

k1 = lim
x→+∞

1− 2x
(x− 1)2x

=
[∞
∞

]
= lim

x→+∞
−2

2(x− 1)x + (x− 1)2
= −0

(èñïîëüçîâàëè ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ),

k2 = lim
x→−∞

1− 2x
(x− 1)2x

= lim
x→−∞

−2
2(x− 1)x + (x− 1)2

= −0,
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b1 = lim
x→+∞

( 1− 2x
(x− 1)2

+ 0 · x) = lim
x→+∞

1− 2x
(x− 1)2

=
[∞
∞

]
lim

x→+∞
−2

2(x− 1) = −0,

b2 = lim
x→−∞

( 1− 2x
(x− 1)2

+ 0x) = lim
x→−∞

1− 2x
(x− 1)2

= lim
x→−∞

−2
2(x− 1) = +0.

Ïðÿìàÿ y =0 ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè.
Îñîáåííîñòè ðàñïîëîæåíèÿ ãðàôèêà ïðè x → +∞ è ïðè x →�∞ îòìå-
òèì íà ÷åðòåæå.

Óòî÷íèì õàðàêòåð ãðàôèêà ôóíêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîäíîé
1-ãî- ïîðÿäêà.

y′ =
(

1− 2x
(x− 1)2

)′
= (1− 2x)′ · (x− 1)2 − (1− 2x)((x− 1)2)′

(x− 1)4
=

= −2(x− 1)2 − 2(1− 2x)(x− 1)
(x− 1)4

= −2(x− 1)(x− 1+ 1− 2x)

(x− 1)4
=

= −2(−x)

(x− 1)3
= 2x

(x− 1)3
.

D(y′) = (−∞; 1) ∪ (1;+∞) = D(y)

Èùåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Òàê êàê ∀x ∈ D(y) y′ ñóùåñòâóåò, òî äëÿ
íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê äîñòàòî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèå

y′ = 0⇔ 2x
(x− 1)3

= 0,x = 0 ∈ D(y).

Îäíà òî÷êà ïðåòåíäóåò íà ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, à èìåííî x =0.
Ñòðîèì òàáëèöó:

(−∞; 0) 0 (0; 1) (1; +∞)
y′ + 0 - +
y 1

èíòåðâàë
âîçðàñ-
òàíèÿ

òî÷êà
ìàêñèìóìà

èíòåðâàë
óáûâà-
íèÿ

èíòåðâàë
âîçðàñ-
òàíèÿ

Óòî÷íåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé 2 ïîðÿäêà.

y′′ =
(

2x
(x− 1)3

)′
= 2 · (x− 1)3 − 2x · 3(x− 1)2

(x− 1)6
= 2(x− 1)2(x− 1− 3x)

(x− 1)6
=

= − (2x + 1)2
(x− 1)4

= −
4(x +

1
2
)

(x− 1)4
,D(y′′) = D(y′) = D(y) = (−∞; 1) ∪ (1;+∞).

y′′(0) = −
4

(
0+

1
2

)

(0− 1)4
= −2 < 0 ñîãëàñíî II äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ëîêàëü-

íîãî ýêñòðåìóìà òî÷êà (0;1) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.
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Óáåäèëèñü â ïðàâèëüíîñòè íàøåãî âûâîäà. Èùåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè íà
ïåðåãèá. Òàê êàê D(y′′) = D(y), òî ∀x ∈ D(y) y′′âñåãäà ñóùåñòâóåò,
ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà ïåðåãèá äîñòàòî÷íî
ðåøèòü óðàâíåíèåy′′ = 0.

x + 1
2 = 0⇔ x = −1

2 ∈ D(y)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåðâàëîâ ñîõðàíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ âûïóêëîñòè è
òî÷êè ïåðåãèáà ñòðîèì òàáëèöó:

(
−∞;−1

2

)
�12

(
−1
2 ; 1

)
(1; +∞)

y′′ + 0 � �
∪ 8

9 ∩ ∩
èíòåðâàë âûïóê-
ëîñòè âíèç

Òî÷êà
ïåðåãèáà

èíòåðâàë
âûïóê-
ëîñòè
ââåðõ

èíòåðâàë
âûïóê-
ëîñòè
ââåðõ

Ðåçóëüòàòû îòìå÷àåì â ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè. Äëÿ óòî÷íåíèÿ ãðàôèêà ìîæåòå âçÿòü

íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ òî÷åê.

Ðèñ. 5.5.

Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî
E(y) = (−∞;+1] .

3. Èññëåäîâàòü ïîâå-
äåíèå ôóíêöèè y = x2 −
− 2ex−1 â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè x0 = 1 ñ ïîìîùüþ ïðî-
èçâîäíûõ âûñøèõ ïîðÿä-
êîâ.

Ðåøåíèå:
Âîñïîëüçó-
åìñÿ òåî-
ðåìîé 5.4.
y′(x) = 2x− 2ex−1, y′(1) =
= 2 · 1− 2e1−1 = 2− 2 = 0, y′′(x) = 2− 2ex−1, y′′(1) = 2− 2e1−1 = 2−
− 2 = 0, y′′′(x) = −2ex−1, y′′′(1) = −2e1−1 = −2e0 = −2 < 0. Â òî÷êå
x0 = 1 ýêñòðåìóìà íåò, ò.ê. íå îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü ïðîèçâîäíàÿ
òðåòüåãî ïîðÿäêà, ò.å. n + 1 � íå÷åòíîå, çíà÷èò ýòî òî÷êà ïåðåãèáà.

5.5. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Íàéòè òî÷êè ïåðåãèáà è èíòåðâàëû âîãíóòîñòè è âûïóêëîñòè.
1. y = x3 − 5x2 + 6x + 15. 2. y = x4 − 12x8 + 30x2 + 20.
3. y = ln

(
1+ x2

)
4. y = 2arctg x− x 5. y = ln (x− 1) + 0, 5x2

Íàéòè àñèìïòîòû ãðàôèêîâ ôóíêöèé.
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6. y = 2x2 + x

x + 1 7. y = x2 − 1
x

. 8. y = x3

4− x2 . 9. y =
√

x2 − 16 . 10.

y =

√
x3

x− 6 .

11. y=ln(1�x2).12. y=xarctgx.13. y= 3√8− x3 . 14. y = x3
√

x4 + 1
.

Ïðîâåñòè ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé.
15. y = 1

x2 − 7x + 6
. 16. y = x3 + 4

x2 . 17. y = − 3x
9− x2 . 18. y= 3√

x2 �
2x.

19. y = 3√
x3 − 3x . 20. y = x3

√
x4 + 1

.

5.5.1. Îòâåòû . 1. xp = 5/3 � òî÷êà ïåðåãèáà, (−∞; 5/3) � èíòåð-
âàë âûïóêëîñòè, (5/3; ∞) � èíòåðâàë âîãíóòîñòè 2. xp1 = 1, xp2 = 5
� òî÷êè ïåðåãèáà, (1; 5) � èíòåðâàë âûïóêëîñòè, (−∞; 1) è (5; ∞) �
èíòåðâàëû âîãíóòîñòè 3. xp1 = −1, xp2 = 1 � òî÷êè ïåðåãèáà, (−1; 1)
� èíòåðâàë âîãíóòîñòè, (−∞; −1) è (1; ∞) � èíòåðâàëû âûïóêëîñòè.
4. xp = 0 � òî÷êà ïåðåãèáà, (−∞; 0) � èíòåðâàë âîãíóòîñòè, (0; ∞) �
èíòåðâàë âûïóêëîñòè. 5. xp = 3 � òî÷êà ïåðåãèáà, (1; 3) � èíòåðâàë
âûïóêëîñòè, (3; ∞) � èíòåðâàë âîãíóòîñòè. 6. x = −1, y = 2x + 1. 7.
x=0, y=x. 8. x=±2, y= �x. 9. y=±x.10. x=6, y=x+3, y= �x�3. 11.
x=±1. 12.y=πx

2 − 1,
y=−πx

2 − 1.13. y= �x. 14. y=x.15. ymax=y( 3,5)=-6,25, x = 1,
x = 6, y = 0 � àñèìïòîòû. 16. ymin=y(2)=0, x=±1, y = x �
àñèìïòîòû.17. (0;0) � òî÷êà ïåðåãèáà, x=±3, y = 0 � àñèìïòîòû.

18.ymin=y(0)= 0, ymax=y( 1
27 ) = = 1

27 .19.ymin=y(1) =− 3√2 ; ymax=

=y(�1) = 3√2 ; (±
√
3 , 0); (0,0) � òî÷êè ïåðåãèáà; y=x � àñèìïòîòà. 20.

(0,0);
(
±1,± 1√

2

)
−−òî÷êè ïåðåãèáà; y= x � àñèìïòîòà.
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ÔÓÍÊÖÈÈ ÌÍÎÃÈÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

6.1. Ïîíÿòèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî X, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìíî-

æåñòâà óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðîâ (x1, . . .xm), ñîñòîÿùèõ èç m äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Êàæäûé òàêîé íàáîð áóäåì îáîçíà÷àòü îäíîé áóêâîé
x = (x1, . . . ,xm) è íàçûâàòü òî÷êîé (ýëåìåíòîì) ìíîæåñòâà X(x ∈ X).
Îïðåäåëåíèå 6.1. Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïàðà
(X, ρ), ñîñòîÿùàÿ èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X è îäíîçíà÷íîé,
íåîòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè β(x, y), (x ∈ X, y ∈ X),
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1) ρ(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y,
2) ρ(x, y) = ρ(y,x) (àêñèîìà ñèììåòðèè),
3) ρ(x, y) 6 ρ(x, y) + ρ(y, z) (àêñèîìà òðåóãîëüíèêà).
Ôóíêöèÿ ρ õàðàêòåðèçóåò ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà

X.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ:
1. Åñëè äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà X

ρ(x, y) =
{
0, åñëè x = y,
1, åñëè x 6= y, òî ìû ïîëó÷èì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî èçîëèðîâàííûõ òî÷åê.
2. Ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (x1, . . . ,xm) ñ ðàññòîÿíèåì

ρ(x, y) =

√
m∑

i=1
(xi − y1)2 íàçûâàþò àðèôìåòè÷åñêèì åâêëèäîâûì

ïðîñòðàíñòâîì Em, êîòîðûì ìû è áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðè èçó÷åíèè
ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

3.Ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ñåãìåíòå [a, b] ñ ðàñ-
ñòîÿíèåì ρ(f , q) = sup

x∈[a,b]
|q(x)− f(x)| ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-

ñòâîì C íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M òî÷êó â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Emñ êîîðäè-

íàòàìè (x1, . . . ,xm).
Îïðåäåëåíèå 6.2. Ìíîæåñòâî G ⊂ Em íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì â

Rm, åñëè äëÿ ∀M ∈ G íàéäåòñÿ ε îêðåñòíîñòü òàêàÿ, ÷òî âñå åå
ýëåìåíòû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó G.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ìíîæåñòâî {M} âñåâîçìîæíûõ òî-
÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó
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ρ(M ,M0) =

√
m∑

i=1
(xi − x0i )2 6 E, ãäå (x1, . . . ,x0m) - êîîðäèíàòû òî÷êè

M0, íàçûâàåòñÿ m - ìåðíûì øàðîì ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå
M0.

Åñëè çàìåíèòü íåðàâåíñòâî ðàâåíñòâîì, òî ìíîæåñòâî {M} íàçûâà-
åòñÿ m - ìåðíîé ñôåðîé.

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ìíîæåñòâî {M} òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

∣∣xi − x0i
∣∣ < di, (di > 0, i = 1, . . . ,m) íà-

çûâàåòñÿ m- ìåðíûì êîîðäèíàòíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì. Ïðè ýòîì
òî÷êà M0(x01, . . . ,x0m) íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ýòîãî m- ìåðíîãî ïàðàë-
ëåëåïèïåäà.

Îïðåäåëåíèå 6.5. Áóäåì íàçûâàòü ε - îêðåñòíîñòüþ òî÷êè
M0(x01, . . . ,x0m) m−ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Em îòêðû-

òûé m- ìåðíûé øàð ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå M0.
Îïðåäåëåíèå 6.6. Òî÷êà ∈ G íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé

ìíîæåñòâà G, åñëè ñóùåñòâóåò ε-îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, âñå
òî÷êè êîòîðîé ïðèíàäëåæàò ýòîìó ìíîæåñòâó G.

Îïðåäåëåíèå 6.7. Òî÷êà M ∈ G íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé, åñëè
ëþáàÿ ε-îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñîäåðæèò êàê òî÷êè, ïðèíàäëå-
æàùèå ýòîìó ìíîæåñòâó, òàê è íå ïðèíàäëåæàùèå åìó.

Ñôîðìóëèðóåì åùå îäíî îïðåäåëåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà .
Îïðåäåëåíèå 6.8. Ìíîæåñòâî G ⊂ Em íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ èëè

îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå Em, åñëè ëþáàÿ åãî òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé.

Îïðåäåëåíèå 6.9. Ìíîæåñòâî G ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè ê
îòêðûòîìó ìíîæåñòâó G ïðèñîåäèíåíû âñå ãðàíè÷íûå òî÷êè ýòîãî
ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 6.10.Ìíîæåñòâî G íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè äâå
ëþáûå åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé êðèâîé, âñå òî÷êè
êîòîðîé ïðèíàäëåæàò ýòîìó ìíîæåñòâó.

Îïðåäåëåíèå 6.11. Ìíîæåñòâî G ⊂ Em íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åí-
íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê M1,M2 ∈ G, d(G) = sup ρ(M1,M2) åñòü
âåëè÷èíà êîíå÷íàÿ. Âåëè÷èíó d(G) íàçûâàþò äèàìåòðîì ìíîæå-
ñòâà G ⊂ Em.

6.2. Ïîíÿòèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ
Ñôîðìóëèðîâàâ âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ââåñòè ïîíÿ-

òèå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
Îïðåäåëåíèå 6.12. Åñëè êàæäîé òî÷êå M ∈ G,G ⊂ Em ñòà-

âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïî èçâåñòíîìó çàêîíó íåêîòîðîå ÷èñëî
u ∈ Q,Q ∈ E, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå G ⊂ Em çàäàíà ôóíê-
öèÿ u = f(M) (y = f(x1, . . . ,xm). Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî G íàçûâàåòñÿ
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè u = f(M), à Q ∈ E îáëàñòüþ çíà÷å-
íèé.
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Ïðèìåð 6.1. 1. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè u = arcsin(x + y)
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî G ∈ E2, G =

{
(x, y) ∈ E2 : y > −1− x, y 6 1− x

}
.

Îáëàñòüþ çíà÷åíèé ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [−π/2;π/2].
2. Ïóñòü u =

√
4− x21 − x22 − . . .− x2m . Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ñëó-

æèò m - ìåðíûé øàð ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â òî÷êå O(0, . . . , 0) ìíîæå-
ñòâîì çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ñåãìåíò [0, 2].

6.3. Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn} òî÷åê â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå Em.

Îïðåäåëåíèå 6.13. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn} òî÷åê åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà Rm íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà
A òàêàÿ, ÷òî äëÿ ∀ε > 0 ∃N > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè n > N âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî β(Mu,A) < ε. Ïðè ýòîì òî÷êà A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Mn} è îáîçíà÷àåòñÿ lim

n→∞
Mn = A èëè Mn → A

ïðè n →∞, èëè lim
n→∞

ρ(Mn,A) = 0.
Ëåììà 6.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {Mn} ⊂

⊂ Em ñõîäèëàñü ê òî÷êå A ∈ Em íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîîðäèíàò {xn

1 } , . . . , {xn
m} òî÷åê Mn ñõîäèëèñü

ê ÷èñëàì a1, . . . ,am, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè A ∈
∈ Em.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü A = lim
n→∞

Mn

òîãäà äëÿ ∀ε > 0, ∃N > 0 : ρ(MnA) < ε ïðè n > N . Ïðèíèìàåò-

ñÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî ρ(MnA) =

√
m∑

i=1
(xn

i − ai)2 < ε èìååì

|xn
i − ai| < ε ,i = 1, . . . ,m. Èíûìè ñëîâàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn

i }
êîîðäèíàò òî÷êè Mn ñõîäÿòñÿ ê ÷èñëàì ai(i = 1, . . . ,m), êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè A ∈ Em.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ai = lim
n→∞

xi, i = L, . . . ,m, òîãäà äëÿ ∀ε >

> 0 ∃N1 > 0, . . . ,Nm > 0 òàêèå, ÷òî n > N1, . . . , n > Nm âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà |xn

i − ai| <
ε√
m

íî òîãäà ïðè n > N = max(N1, . . . ,N2)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ρ(Nu,A) < ε.¤
Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

òî÷åê â m-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Îïðåäåëåíèå 6.14. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn} òî÷åê ({Mn} ⊂ Em)

íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñ-
ëè äëÿ ∀k > 0,∀ε > 0, ∃N > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ρ(Mn+k,Mn) <
< ε ïðè n > N.

Ñïðàâåäëèâ êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Mn}. Êðè-
òåðèé Êîøè.
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Òåîðåìà 6.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn} ⊂ Em

áûëà ñõîäÿùåéñÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ôóí-
äàìåíòàëüíîé.

Òåîðåìó ëåãêî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ëåììó 1.1 è êðèòåðèé Êîøè äëÿ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ëåêöèÿ 1). Ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëü-
íî.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ëåììû 1.1 ìîæíî äîêàçàòü òåî-
ðåìû, êîòîðûå äîêàçàíû äëÿ îáû÷íûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äîêàæåì îäíó èç íèõ.

Òåîðåìà 6.2. (òåîðåìà Áîëüöàíî - Âåéåðøòðàññà) Èç ëþáîé îãðà-
íè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Mn} ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn}
îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî A òàêîå, ÷òî ρ(O,Mn) < A,
íî òîãäà òåì áîëåå |xn

i | < A, i = 1, . . . ,m. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ òåîðåìîé Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn

i } ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùèåñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnk

i }, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðûì ÷èñëàì
ai, i = 1, . . . ,m, íî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn} ⊂ Em, êîîðäèíàòà-
ìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû xnk

i ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå A ñ êîîðäèíàòàìè
ai, i = 1, . . . ,m. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnk

i }
âûäåëåíû èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn

i }, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíà-
òàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Mn}, äåëàåì âûâîä, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{
Mk

n

}
ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Mn}.¤

Ñôîðìóëèðóåì äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 6.15. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì
ôóíêöèè u = f(M) â òî÷êå A (èëè ïðåäåëîì ôóíêöèè ïðè M → A),
åñëè äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ê A ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Mn}, ýëåìåí-
òû êîòîðîé îòëè÷íû îò A, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{f(Mn)} çíà÷åíèé ôóíêöèè ñõîäÿòñÿ ê b.

Îïðåäåëåíèå 6.16. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì
ôóíêöèè u = f(M) â òî÷êå A, åñëè äëÿ ∀ε > 0 ∃δ > 0, òàêèõ, ÷òî äëÿ
âñåõ òî÷åê M èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ ρ(M ,A) < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(M)− b| < ε.

Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðè
ñòðåìëåíèè òî÷êè M ê áåñêîíå÷íîñòè.

Îïðåäåëåíèå 6.17. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì
ôóíêöèè u = f(M) ïðè M → ∞, åñëè äëÿ ∀ε > 0 ∃η > 0 òàêàÿ,
÷òî äëÿ âñåõ M èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè èç íåðàâåíñòâà
ρ(O,M) > η ñëåäóåò |f(M)− b| < ε.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè
m- ïåðåìåííûõ, èìåþùèõ ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå â òî÷êå A, ïðèâîäÿò ê
ôóíêöèÿì, òàêæå èìåþùèõ ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå â ýòîé òî÷êå. Òî÷íåå
ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ î ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèÿõ, àíàëîãè÷íûå äëÿ
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.
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Åñëè ôóíêöèè f(M) è q(M) èìåþò â òî÷êå A ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
b è c, òî ôóíêöèè f(M) ± q(M), f(M) · q(M) è f(M)

q(M)
(c 6= 0) èìåþò

ïðåäåëüíîå çíà÷åíèÿ ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî b± c, b · c, b/c.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé àíàëîãè÷íî äîêàçàííûì ðàíåå

òàêèì æå óòâåðæäåíèÿì äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ïðèäåëîâ ôóíêöèè íåñêîëü-

êèõ ïåðåìåííûõ åñòü îäíà îñîáåííîñòü, êîòîðóþ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, à
èìåííî, ÷àñòî ïðåäåë ôóíêöèè íåëüçÿ îïðåäåëèòü, âû÷èñëÿÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíî ïðåäåëû äëÿ êàæäîé èç êîîðäèíàò.

Ïðèìåð 6.2. f(x, y) =

{ xy

x2 + y2
, åñëè x2 + y2 6= 0

0, åñëè x2 + y2 = 0
Èìååì lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)

= lim
y→0

f(0) = 0,
lim
x→0

( lim
y→0

f(x, y)) = lim
x→0

f(0) = 0, îäíàêî f(0, y) = f(x, 0) = 0, à

f(x,x) = 1
2 ïðè x 6= 0, ò.å. åñëè óñòðåìèòü (x, y) → 0 ïî ïðÿìîé y = x,

òî ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàñêðûâàÿ êîòîðóþ ïîëó÷èì çíà÷åíèå
1
2 , ò. å. â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ íå èìååò ïðåäåëà.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò, ÷òî âû÷èñëåííûå ïîâòîðíûå
ïðåäåëû ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå, åñëè èçìåíèòü ïîðÿäîê èõ âû÷èñëåíèÿ.

Ïðèìåð 6.3. f(x, y) =




−x2 − y2

x2 + y2
, åñëè x2 + y2 6= 0,

0, åñëè x2 + y2 = 0,

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)
)

= lim
x→0

(
−x2

x2

)
= −1, lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)

= lim
y→0

(
y2

y2

)
= 1,

Â òî æå âðåìÿ íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà ïðè (x, y) → 0.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âçÿòü x = 2

k
, y = 1

k
è óñòðåìèòü k →∞, ò.å. x

è y îäíîâðåìåííî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òîãäà ïîëó÷èì

lim
k→∞

−
4
k2
− 1

k2

4
k2

+
1
k2

= lim
k→∞

−3
5 = −3

5 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðè x = 1
k
, y = 1√

k
, k > 0 èìååì

lim
k→∞

−
1
k2
− 1

k
1
k2

+
1
k2

= lim
k→∞

−1− k

1+ k
= 1.

Ýòè äâà ïðèìåðà ïîêàçûâàþò, ÷òî ñëåäóåò î÷åíü îñòîðîæíî âû÷èñëÿòü
ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ è íå ñëåäóåò
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äåëàòü ïîñïåøíûõ âûâîäîâ î èõ ñóùåñòâîâàíèè, åñëè ñóùåñòâóþò
ïîâòîðíûå ïðåäåëû, ò.å. âû÷èñëåííûå îòäåëüíî ïî êàæäîé êîîðäèíàòå.

Òåîðåìà 6.3. Åñëè ñóùåñòâóåò (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé)
äâîéíîé ïðåäåë lim

x → a
y → b

f(x, y) = A è äëÿ ëþáîãî y èç îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ (èëè ëþáîãî x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ) ñóùåñòâóåò
(êîíå÷íûé) ïðîñòîé ïðåäåë ϕ(y) = lim

x→a
(ψ(x) = lim

y→b
f(x, y))), òî ñó-

ùåñòâóåò ïîâòîðíûé ïðåäåë
lim
y→b

ϕ(y) = lim
y→b

lim
x→a

f(x, y) ( lim
x→a

ψ(x) = lim
x→a

lim
y→b

f(x, y))

è îí ðàâåí äâîéíîìó.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ñóùåñòâóåò äâîéíîé ïðåäåë A,

òî äëÿ ∀ε > 0 ∃δ > 0 òàêîå, ÷òî, êàê òîëüêî
ρ(M ,M0) < δ ⇒ |f(x, y)−A| < ε, ãäå òî÷êè M è M0 èìåþò êîîð-

äèíàòû ñîîòâåòñòâåííî x, y è a, b, òî áóäóò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
|x− a | < δ , |y − b| < δ.

Çàôèêñèðóåì y òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî |y − b| < δ. Òîãäà â ñèëó
ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà ϕ(y) = lim

x→a
(f(x, y)), ïîëó÷èì, ÷òî

äëÿ ∀ε > 0 ∃δ > 0òàêîå, ÷òî, åñëè |x− a| < δ, òî
|ϕ(y)− f(x, y)| < ε, íî òàê êàê |y − b| < δ, òî ïîëó÷èì
|ϕ(y)−A| < ε, îòêóäà ñëåäóåò A = lim

y→b
ϕ(y) = lim

y→b
lim
x→b

f(x, y).¤
Òàêæå êàê è äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé äëÿ ôóíêöèè íåñêîëü-

êèõ
ïåðåìåííûõ ñïðàâåäëèâ êðèòåðèé Êîøè.
Òåîðåìà 6.4. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f(M) èìåëà êîíå÷íîå

ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå â òî÷êå M = A ∈ Em, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(M) óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ Êîøè, ò.å. äëÿ
∀ε > 0 ∃δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê M1èM2 èç m-ìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ρ(M1,A) < δ,

ρ(M2,A) < δ áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |f(M1)− f(M2)| < ε.
Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê êðèòåðèé Êîøè äëÿ ôóíê-

öèè îäíîé ïåðåìåííîé, ïîýòîìó åå äîêàçàòåëüñòâî çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.

6.4. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
2. Â êàêîì ñëó÷àå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ Åâêëèäîâûì?
3. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå âíóòðåííåé è ãðàíè÷íîé òî÷åê ìíî-

æåñòâà
4. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà.
5. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà.
6. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
7. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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8. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

9. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè.
10. Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò ïðåäåëû ôóíêöèè ïðè âûïîëíåíèè

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé?

6.5. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷
1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z = ln

(
y2 − x + 4

)
Ðåøåíèå:

Ðèñ. 6.1.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
z = ln t çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì t >
> 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èñõîäíîé
ôóíêöèè èìååì

y2 − x + 4 > 0⇐⇒ x < y2 + 4

Ýòî ëåâàÿ ÷àñòü îò ïàðàáîëû ðèñ.
6.1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàøòðè-
õîâàíà.

2. Íàéòè ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ
äëÿ ôóíêöèè u = x2 + y2

z
.

Ðåøåíèå: Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïî-
âåðõíîñòåé óðîâíÿ, íåîáõîäèìî ïðèäàâàòü íåêîòîðûå ôèêñèðîâàí-
íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áóäåì ïîëó÷àòü ðàç-
ëè÷íûå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé. Ïóñòü u = c ÿâëÿåòñÿ êîí-
ñòàíòîé Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïàðàáîëîèäà z = 1

c

(
x2 + y2

)
.

Ðèñ. 6.2.

Äëÿ äâóõ çíà÷åíèé êîíñòàíòû c
ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ
6.2.

Åñëè ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ,
òî âìåñòî ïîâåðõíîñòåé áóäóò ïîëó-
÷àòüñÿ ëèíèè óðîâíÿ. Îíè ÿâëÿþòñÿ
ïðîåêöèÿìè ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïî-
âåðõíîñòè è ïëîñêîñòè ïàðàëëåëü-
íîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè xOy íà
ïëîñêîñòü xOy.

3. Íàéòè ëèíèè óðîâíÿ äëÿ
ôóíêöèè z = x2 − y.

Ðåøåíèå: Ýòî óðàâíåíèèå ïî-
âåðõíîñòè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 6.3. Ïóñòü z = ñ ÿâëÿåòñÿ êîí-
ñòàíòîé. Òîãäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå y = x2 − c. Ïðèäàâàÿ ðàçëè÷-
íûå çíà÷åíèÿ äëÿ âåëè÷èíû c, ïîëó÷èì íàáîð óðàâíåíèé, êîòî-
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ðûå îïèñûâàþò ëèíèè óðîâíÿ äëÿ äàííîé ôóíêöèè. Â äàííîì ñëó-
÷àå ïîëó÷àþòñÿ ïàðàáîëû âåðøèíû, êîòîðûõ ñìåùåíû ïî îñè Oy

Ðèñ. 6.3.

4. Âû÷èñëèòü lim
x → 0
y → 0

x2 + y2√
x2 + y2 + 1 − 1

.

Ðåøåíèå: Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ïðåäåëîâ äëÿ ôóíêöèè
äâóõ ïåðåìåííûõ lim

x → x0
y → y0

f(x, y)

óäîáíî ïåðåõîäèòü ê ïîëÿð-
íûì êîîðäèíàòàì ïóòåì çàìåíû:
x − x0 = ρcosϕ, y − y0 = ρsinϕ. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

lim
x → x0
y → y0

f(x, y) = f(x0 + ρcosϕ, y0 + ρsinϕ).

lim
x → 0
y → 0

x2 + y2√
x2 + y2 + 1 − 1

=
∣∣∣∣

x = ρcosϕ
y = ρsinϕ

∣∣∣∣ = lim
ρ→0

ρ2√
ρ2 + 1 − 1

=
[0
0

]
=

= lim
ρ→0

2ρ
ρ√

ρ2+1

= lim
ρ→0

2
√

ρ2+1= 2.

5. Âû÷èñëèòü lim
x → 0
y → 0

xy

x2+y2

Ðåøåíèå:

lim
x → 0
y → 0

xy

x2+y2 =
∣∣∣∣

x = ρcosϕ
y = ρsin ϕ

∣∣∣∣ = lim
ρ→0

ρ2cos ϕsin ϕ

ρ2 = cos ϕsin ϕ.

Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ïðåäåëà îò ϕ îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåëà íå ñóùå-
ñòâóåò.

6.6. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Íàéòè è èçîáðàçèòü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé.
1. u =

√
1− x2 − y2 . 2. u =1+

√
4− (x− y)2 . 3. u =ln(x + y).

4. u =
√
1− x2 +

√
1− y2 . 5. u =

√
x2 − 4 +

√
4− y2 .

6. u =arccos(y/x).
Âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå ïðèäåëû.
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7. lim
x → 0
y → 0

(
x2 + y2

)
sin

(
1

xy

)
8. lim

x → 0
y → 2

sin (xy)

x
. 9. lim

x →∞
y → 3

(
1+y

x

)x

.

10. lim
x → 0
y → 0

x

x + y
. 11. lim

x → 0
y → 0

x2 − y2

x2 + y2
. 12.. lim

x → 0
y → 0

√
x2y2+1−1

x2 + y2
.

13. lim
x → 0
y → 0

sin
(
x2 + y2

)

x2 + y2
.

Íàéòè ëèíèè óðîâíÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé è íà÷åðòèòü èõ.
14. z = xy. 15. z = x2y + x. 16. z = y

(
x2 + 1

)
17. z = xy − 1

x2

6.6.1. Îòâåòû. 1. x2 + y2 6 1. 2.
{

y > x− 2,
y 6 x + 2. 3. y > −x 4. x ∈

∈ [−1; 1], y ∈ [−1; 1]. 5.
{

x ∈ (−∞− 2] ∪ [2; ∞),
y ∈ [−2; 2]. 6. ×àñòü ïëîñêîñòè,

ïðèìûêàþùàÿ ê îñè Ox è çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó ïðÿìûìè y = ±x âìåñòå
ñ ýòèìè ïðÿìûìè, èñêëþ÷àÿ íà÷àëî êîîðäèíàò. 7. 0. 8. 2. 9. e3.

10. íå ñóùåñòâóåò. 11. íå ñóùåñòâóåò. 12. 0. 13. 0.
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ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÑÒÜ ÔÓÍÊÖÈÉ È
ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÅ

7.1. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü â îáëàñòè çàäàíèÿ ôóíêöèè G u = f(M),M ∈ G ⊂ Rm

îïðåäåëåíà òî÷êà A òàêàÿ, ÷òî ëþáàÿ ε - îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè
ñîäåðæèò îòëè÷íûå îò A òî÷êè èç îáëàñòè çàäàíèÿ ýòîé ôóíêöèè.
Ñôîðìóëèðóåì ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ â òî÷êå A.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ôóíêöèÿ f(M),M ∈ G ⊂ Em, íàçûâàåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé â òî÷êå A, åñëè ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå
A ñóùåñòâóåò è ðàâíî ÷àñòíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òîñêå
f(A), ò.å. lim

M→A
f(M) = f( lim

M→A
M).

Îïðåäåëåíèå 7.2.Ôóíêöèÿ f(M),M ∈ G ⊂ Em, íàçûâàåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé â òî÷êå A, åñëè äëÿ ∀ε > 0 ∃δ > 0 òàêîå, ÷òî, åñëè äëÿ
∀M ∈ G âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ρ(M ,A) < δ, òî |f(M)− f(A)| < ε.

Îïðåäåëåíèå 7.3. Ôóíêöèÿ f(M),M ∈ G ⊂ Em, íàçûâàåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé â îáëàñòè G, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ýòîé
îáëàñòè.

Áóäåì íàçûâàòü ïîëíûì ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè u = f(M) â òî÷-
êå A ôóíêöèþ ∆u, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé

∆u = f(M)− f(A).

Òîãäà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 7.1. Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà u = f(M),M ∈ G ⊂ Em, â

òî÷êå A , òî åå ïîëíîå ïðèðàùåíèå â òî÷êå A ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî
ìàëîé ôóíêöèé, ò.å.

lim
M→A

∆u = lim
M→A

(f(M)− f(A)) = 0.

Ââåäåì ïîíÿòèå ÷àñòíîãî ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-
íûõ. ×àñòíûì ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó çíà-
÷åíèÿìè ôóíêöèè, êîãäà îäíîìó àðãóìåíòó ôóíêöèè äàíî ïðèðàùåíèå

∆xk
u = f(x1, . . . ,xk−1,xk + ∆xk,xk+1, . . . ,xm)− f(x1, . . . ,xm)

Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè u = f(x1, . . . ,xm) ïî
îäíîé èç ïåðåìåííûõ.
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Îïðåäåëåíèå 7.4. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà u = f(x1, . . . ,xm) â
òî÷êå M(x1 . . .xm) ïî ïåðåìåííîé xk, åñëè ÷àñòíîå ïðèðà-
ùåíèå ∆xk

u ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå M ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè ∆xk → 0, ò.å. lim

∆xx→0
|f(x1, . . . ,xk−1,xk + ∆xk,xk+1, . . . ,xm) −

− f(x1, . . . ,xm)| = 0.
Ìîæíî äàòü è äðóãèå îïðåäåëåíèÿ àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèÿì íåïðå-

ðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå ïî âñåì ïåðåìåííûì, ÷òî ïðåäëàãàåòñÿ ñäå-
ëàòü ñàìîñòîÿòåëüíî. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèè ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ íå ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â
òî÷êå ïî âñåì ïåðåìåííûì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî èññëåäîâàòü íà
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ, ïðèâåäåííóþ â ïåðâîì ïðèìåðå ðàçäåëà, êî-
ãäà ïîâòîðíûå ïðåäåëû ðàâíû ÷àñòíîìó çíà÷åíèþ â òî÷êå x = 0, y = 0,
îäíàêî ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â ýòîé òî÷êå òàê êàê ïðè
ñòðåìëåíèè (x, y) ê íóëþ ïî ïðÿìîé y = x ïðåäåë íå ðàâåí ÷àñòíîìó
çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå.

7.1.1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Òåîðå-
ìà 7.2. (î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè) Åñëè ôóíêöèè yi =
= ϕi(M),M ∈ G ⊂ Em, i = 1, . . . , k íåïðåðûâíû â òî÷êå M = A,
à ôóíêöèÿ u = f(Y ),Y ∈ Q ⊂ Ek íåïðåðûâíà â òî÷êå B ñ êî-
îðäèíàòàìè (b1 . . . bk), ãäå bi = ϕi(A), òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ u =
= f(ϕ1((M), . . . ,ϕk(M)) íåïðåðûâíà â òî÷êå A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
u = f(Y ) â òî÷êå B, äëÿ ∀ε > 0, ∃η > 0 òàêèå, ÷òî èç ρ(Y ,B) < η
ñëåäóåò |f(Y )− f(B)| < ε. À èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé ϕi(M) â òî÷êå
A ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ∀ηi, ∃δ > 0 òàêèå, ÷òî èç íåðàâåíñòâ ρ(M ,A) < δ
ñëåäóåò |ϕi(M)− ϕi(A)| < ηi. Åñëè âçÿòü ηi = η√

k
, òî èç ïîñëåäíåãî

íåðàâåíñòâà ñëåäóåò ρ(Y ,B) < η, îòêóäà èìååì

|f(ϕi(M), . . . ,ϕk(M))− f(A)| < ε.¤

Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü ôóíêöèè f(M) è q(M) íåïðåðûâíû â òî÷êå A.
Òîãäà ôóíêöèè f(M) ± q(M), f(M) · q(M) è f(M)

q(M)
(q(A) 6= 0) íåïðå-

ðûâíû â òî÷êå A.
Òåîðåìà 7.4. (1-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Åñëè ôóíêöèÿ f(M)

îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòè G ⊂
⊂ Em, òî îíà îãðàíè÷åíà, ò.å. ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå sup

M∈G
f(M) è

inf
M∈G

f(M).

Òåîðåìà 7.5. (2-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Åñëè ôóíêöèÿ f(M)
îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòè G ⊂
⊂ Rm, òî îíà äîñòèãàåò â ýòîé îáëàñòè ñâîèõ òî÷íûõ âåðõíåé è
íèæíåé ãðàíåé.

Ïðèâåäåííûå óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê àíàëî-
ãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.
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Òåîðåìà 7.6. Åñëè ôóíêöèÿ f(M) íåïðåðûâíà â òî÷êå A ∈ Em è
åñëè f(A) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè A, â êîòîðîé
ôóíêöèÿ f(M) èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è â òî÷êå A. Ñïðàâåäëè-
âîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå A, åñëè âåëè÷èíó ε âçÿòü â âèäå ε 6 |f(A)| .

Òåîðåìà 7.7. Åñëè ôóíêöèÿ f(M) íåïðåðûâíà â ñâÿçàííîé îáëà-
ñòè G ⊂ Em è ïðèíèìàåò â òî÷êàõ b, a ∈ G çíà÷åíèÿ B = f(a),A =
= f(b), òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà C, ëåæàùåãî ìåæäó A è B íàéäåòñÿ
òî÷êà c ∈ G, â êîòîðîé f(c) = C.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü xi = ϕi(t) i = 1, . . . ,m, ãäå xi -
êîîðäèíàòû òî÷êè M , óðàâíåíèå íåïðåðûâíîé êðèâîé L, ñîäåðæàùåé
òî÷êè A è B öåëèêîì ëåæàùàÿ â îáëàñòè G. Ïóñòü α è β çíà÷åíèå
àðãóìåíòà t òàêèå, ÷òî ϕi(α) è ϕi(β) ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷åê
A è B, òîãäà ôóíêöèÿ f(ϕ1(t), . . . ,ϕm(t)) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé
îäíîãî àðãóìåíòà t ∈ [α,β]. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé f(M) è
ϕi(t), ôóíêöèÿ f(ϕ1(t), . . . ,ϕm(t)) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ñåãìåíòå
[α,β], íî òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðîé òåîðåìîé Áîëüöàíî-Êîøè,
äëÿ ëþáîãî ÷èñëà C, ëåæàùåãî ìåæäó òî÷êàìè A è B, ñóùåñòâó-
åò ÷èñëî γ ∈ [α,β, ] òàêîå, ÷òî f(ϕ1(γ), . . . ,ϕm(γ)) = C. Åñëè âçÿòü
ϕ1(γ), . . . ,ϕm(γ) êîîðäèíàòàìè òî÷êè ñ ∈ G, òî ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå
òåîðåìû.¤

7.2. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü òî÷êà M(x1, . . . ,xm) ∈ G ⊂ Em è çàäàíà ôóíêöèÿ u = f(M).
Ðàññìîòðèì â ïðîèçâîëüíîé âíóòðåííåé òî÷êè M ∈ G îòíîøåíèå ÷àñò-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ∆xnu ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðèðàùåíèþ ∆xn .

Îïðåäåëåíèå 7.5. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
∆xë→0

∆xku

∆xë
, òî ýòîò

ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè u = f(M) â òî÷êå
M ïî àðãóìåíòó xk è îáîçíà÷àåòñÿ îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñèìâîëîâ
∂u

∂xk
, ∂f(M)

∂xk
, u′xk

, f ′xk
(M). Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-

öèè ïî àðãóìåíòó xk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáûêíîâåííóþ ïðîèçâîäíóþ
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé xk ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëü-
íûõ ïåðåìåííûõ xi, i = 1, . . . ,m, i 6= k.

Ïðèìåðû 7.1. 1. u = exyz + ln(2x− y + z),

∂u

∂x
= yzexyz + 2

2x− y + z
, ∂u

∂y
= xzexyz − 1

2x− y + z
,

∂u

∂z
= xyexyz + 1

2x− y + z
,
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2. u = arctg

√
xz

y
, ∂u

∂x
=

√
yz

2(y + xz)
√

x
, ∂u

∂z
=

√
yx

2(y + xz)
√

z
,

∂u

∂y
= −

√
xz

2(y + xz)
√

y
.

Ðàññìîòðèì ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f(M),M ∈ G ⊂ Em

∆u = f(x1 + ∆x1, . . . ,xm + ∆xm)− f(x1, . . . ,xm).

Îïðåäåëåíèå 7.6. Ôóíêöèÿ f(x1, . . . ,xm) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðó-
åìîé â òî÷êå M(x1, . . . ,xm), åñëè åå ïîëíîå ïðèðàùåíèå ∆u ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ∆u =

m∑
i=1

δi∆xi + αi∆xi, ãäå δi � íåêîòîðûå
ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò xi;αi � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè ∆xi → 0.

Òåîðåìà 7.8. Åñëè ôóíêöèÿ u = f(M),M ∈ G ⊂ Em, äèôôåðåíöè-
ðóåìà â òî÷êå M(x1, . . . ,xm), òî â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå è δi = ∂u

∂xi
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñëåäóåò,
÷òî ÷àñòíîå ïðèðàùåíèå ∆u = δi∆xi + αi∆xi, i = 1, . . . ,m, íî òîãäà
lim

∆xi→0
∆xiu

∆xi
= δ + lim

∆xi→0
αi. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå lim

∆xi→0
αi = 0, ïîëó÷àåì

δi = u′xi
.¤

Èç óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñëåäóåò î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 7.9. Åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M ∈ G ⊂

⊂ Em, òî îíà â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíà.
Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ∆u → 0 ïðè ∆x1 →

→ 0, . . . ,∆xm → 0.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé,

íàëè÷èå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëî-
âèåì, êàê äèôôåðåíöèðóåìîñòè, òàê è åå íåïðåðûâíîñòè â äàííîé
òî÷êå.

Ïðèìåð 7.2. Ôóíêöèÿ f(x, y) =
{
0, åñëè xy = 0,
1, åñëè xy 6= 0,

ðàâíà íóëþ íà îñÿõ êîîðäèíàò è ïîýòîìó èìååò â òî÷êå (0,0) îáå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

f ′x(x, y) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)
∆x

= lim
∆x→0

0− 0
∆x

= 0,

f ′y(x, y) = lim
∆y

f(0,∆y)− f(0, 0)
∆y

= lim
∆y

0− 0
∆y

= 0.

Îäíàêî ýòà ôóíêöèÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (0,0) òàê êàê îíà â
ýòîé òî÷êå èìååò ðàçðûâ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 7.10. Åñëè ôóíêöèÿ u = f(x1, . . . ,xm) èìååò ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ïî âñåì àðãóìåíòàì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
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M0(ξ1, . . . , ξm), ïðè÷åì âñå ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â
ýòîé òî÷êå, òî ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ýòó òåîðåìó äëÿ ôóíêöèè äâóõ
ïåðåìåííûõ u = f(x, y). Äëÿ áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ äîêà-
çàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè M0(x0, y0) ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå f

′
x, f

′
y. Ïîëíîå

ïðèðàùåíèå â ýòîé òî÷êå çàïèøåòñÿ â âèäå
∆u = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0) = [f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)−

−f(x0, y0 + ∆y)] + [f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0)].

Âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ïðèðàùåíèÿìè
ïî îäíîé ïåðåìåííîé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê íèì ôîðìóëó Ëàãðàí-
æà
∆xu = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0 + ∆y) = f

′
x(x0 + θ∆x, y0 + ∆y)∆x

∆yu = f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0) = f
′
y(x0, y0 + η∆y)∆y

ãäå θ ∈ (0; 1), η ∈ (0; 1). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåïðåðûâíîñòü ïðîèç-
âîäíûõ â òî÷êå M0(x0, y0), ôîðìóëû äëÿ ÷àñòíûõ ïðèðàùåíèé ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

∆xu = f
′
x(x0, y0)∆x + α1∆x, ∆yu = f

′
y(x0, y0)∆y + α2∆y

ãäå lim
∆x→0

α1 = 0, lim
∆y→0

α2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ∆u = f
′
x(x0, y0)∆x + α1∆x + f

′
y(x0, y0)∆y +

+ α2∆y.¤
Îïðåäåëåíèå 7.7 Äèôôåðåíöèàëîì du äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷-

êå M(x1, · · · , xm) ôóíêöèè u = f(x1, · · · , xm) íàçûâàåòñÿ ãëàâíàÿ
ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé àðãóìåíòîâ ÷àñòü ïîëíîãî ïðè-
ðàùåíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå M(x1, · · · , xm).du =

m∑
i=1

Ai∆xi.
Òî÷íî òàêæå, êàê äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, ïîä äèôôåðåí-

öèàëîì dxi ïåðåìåííîé xi áóäåì ïîíèìàòü ëþáîå ÷èñëî, â êà÷åñòâå
êîòîðîãî áóäåì áðàòü ∆xi. Òîãäà ôîðìóëà äëÿ äèôôåðåíöèàëà ïðèìåò
âèä

du =
m∑

i=1
f
′
xi

(x1, · · · , xm)dxi.

Ïðèìåð 7.3. Âû÷èñëèòü äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè u = x3yz2

du = 3x2yz2dx + x3z2dy + 2x3yzdz

Äèôôåðåíöèàë ÷àñòî èñïîëüçóþò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè â íåêîòîðîé òî÷êå, çàìåíÿþ ïðèðàùåíèå ôóíêöèè äèô-
ôåðåíöèàëîì ∆u ≈ du. Òîãäà

f(x1 + ∆x1, · · · , xm + ∆xm) = f(x1, · · · , xm) + df(x1, · · · , xm).
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7.2.1. Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïóñòü çàäàíû äèô-
ôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè u = f(x1, · · · , xm), è xi = ϕi(t1, · · · , tk), i =
= 1, . . . , m Âûâåäåì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂f

∂tj
, j = 1, . . . , k Ôîðìóëà ïîëíîãî ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè u ïî àðãóìåí-

òàì x1, · · · , xm èìååò âèä

∆u =
m∑

i=1
f
′
xi

(x1, · · · , xm)∆xi + αi∆xi, αi → 0 ïðè∆xi → 0.

×àñòíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè xi ïî àðãóìåíòó tj çàïèøåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì ∆xi = ∂ϕi

∂tj
∆tj + βj∆tj , ãäå βj → 0, êîãäà ∆tj → 0.

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó ïîëíîãî ïðèðàùåíèÿ

∆u =
m∑

i=1

∂f

∂xi

(
∂ϕi

∂tj
∆tj + βj∆tj

)
+ αi

(
∂ϕi

∂tj
∆tj + βj∆tj

)
.

Ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà ∆tj , è âû÷èñëèì
ïðåäåëû ïðè ∆tj → 0

lim
∆tj→0

∆u

∆tj
=

m∑

i=1

∂f

∂xi

∂ϕi

∂tj
+ lim

∆tj→0

(
∂f

∂xi
βj + αi

∂ϕi

∂tj
+ αiβj

)
.

Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé ϕi(t1, · · · , tk) îíè íåïðåðûâíû,
à çíà÷èò ∆xi → 0 ïðè ∆tj → 0. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå αi → 0, βi → 0
ïðè ∆tj → 0, ïîëó÷àåì lim

∆tj→0

(
∂f

∂xi
βj + αi

∂ϕi

∂tj
+ αiβj

)
= 0. Ñëåäîâà-

òåëüíî,
∂u

∂tj
=

m∑

i=1

∂f

∂xi

∂ϕi

∂tj
, j = 1, . . . , k.

Ïðèìåð 7.4. u = tx2 + y + t + z3t, x = sint, y = cos t, z = t2 . Òðåáóåòñÿ
âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé t. Â äàííîì ñëó÷àå íåçàâèñèìàÿ
ïåðåìåííàÿ îäíà è ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂u

∂t
ðàâíà ïîëíîé ïðîèçâîäíîé

du

dt
. Çàïèøåì âíà÷àëå ôîðìóëó äëÿ çàäà÷è

du

dt
= ∂u

∂x

dx

dt
+ ∂u

∂y

dy

dt
+ ∂u

∂z

dz

dt
+ ∂u

∂t
.

Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíûå è ïîäñòàâëÿåì â ïðèâåäåííóþ ôîðìóëó
du

dt
= 2txcos t− sint + 6z2t2 +

(
x2 + z3 + 1

)

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ x = sint, y = cos t, z = t2

du

dt
= tsin2t− sint + 6t6 +

(
sin2t + t6 + 1

)
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7.2.2. Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà. Äëÿ
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå èíâàðèàíòíîñòè ôîð-
ìû äèôôåðåíöèàëà. Èññëåäóåì ýòî ñâîéñòâî äëÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ. Äëÿ ïðîñòîòû âîçüìåì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü
çàäàíû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

z = f(x, y), x = ϕ(v, t), y = ψ(v, t). Èìååì ñëîæíóþ äèôôåðåíöè-
ðóåìóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(ϕ(v, t), ψ(v, t)).Åå äèôôå-
ðåíöèàë èìååò âèä

dz = ∂z

∂v
dv + ∂z

∂t
dt, ∂z

∂v
= ∂z

∂x

∂x

∂v
+ ∂z

∂y

∂y

∂v
, ∂z

∂t
= ∂z

∂x

∂x

∂t
+ ∂z

∂y

∂y

∂t

Ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà ∂z

∂v
è ∂z

∂t
, ïîëó÷èì

dz =
(

∂z

∂x

∂x

∂v
+ ∂z

∂y

∂y

∂v

)
dv +

(
∂z

∂x

∂x

∂t
+ ∂z

∂y

∂y

∂t

)
dt =

= ∂z

∂x

(
∂x

∂v
dv + ∂x

∂t
dt

)
+ ∂z

∂y

(
∂y

∂v
dv + ∂y

∂t
dt

)
= ∂z

∂x
dx + ∂z

∂y
dy

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà îò ñëîæíîé ôóíêöèè
èìååò òàêóþ æå ôîðìó, êàê äèôôåðåíöèàë äëÿ íå ñëîæíîé ôóíêöèè.

7.3. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ôóíêöèè

íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.
2. Ïåðå÷èñëèòå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
3. Ñôîðìóëèðóéòå ïåðâóþ è âòîðóþ òåîðåìû Âåéåðøòðàññà äëÿ

ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.
4. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ñîõðàíåíèè çíàêà.
5. Äàòü îïðåäåëåíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé.
6. Çàïèøèòå ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îò ñëîæíîé

ôóíêöèè.
7. Â ÷åì ñóòü ïîíÿòèÿ �èíâàðèàíòíîñòè ôîðìû äèôôåðåíöèàëà�?

7.4. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷
1. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z = ln

(
x2 + y2

)
.

Ðåøåíèå: Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé ïî îäíîé ïåðåìåííîé, âñå
îñòàëüíûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå ñ÷èòàåì êîíñòàíòàìè.

∂z

∂x
= 2x

x2 + y2
, ∂z

∂y
= 2y

x2 + y2
.

2. u = xzy.
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Ðåøåíèå: Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé x ñ÷èòàåì,
÷òî ôóíêöèÿ ñòåïåííàÿ, à ïî ïåðåìåííûì y è z ôóíêöèþ ñ÷èòàåì
ïîêàçàòåëüíîé.

∂u

∂x
= zyxzy−1, ∂u

∂y
= zxzylnx, ∂u

∂z
= yxzylnx.

3. u = x2 + y2 + zx, x = sin t, y = cost, z = 2t. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü
ïðîèçâîäíóþ du/dt.

Ðåøåíèå: Èìååì ñëîæíóþ ôóíêöèþ u = f(x, y, z) òðåõ ïåðåìåí-
íûõ. Ïðè ýòîì êàæäûé èç àðãóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåìåííîé
t.

Çàïèøåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñêîìîé ïðîèçâîäíîé
du

dt
= ∂u

∂x

dx

dt
+ ∂u

∂y

dy

dt
+ ∂u

∂z

dz

dt
,

du

dt
= (2x + z) cost− (2y) sint + (x) 2tln2.

Ïîäñòàâèì âìåñòî ïåðåìåííûõ x, y, z: x = sin t, y = cost, z = 2t.
du

dt
=

(
2sint + 2t

)
cost− sin2t + 2tln2sint = 2t (cost + ln2sint) .

3. z = tg (xyt) + x2t2, x = lnt, y = 3t Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðîèçâîä-
íóþ du/dt.

Ðåøåíèå: Â äàííîì ñëó÷àå îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé t. Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñêîìîé ïðîèçâîäíîé
èìååò âèä

dz

dt
= ∂z

∂x

dx

dt
+ ∂z

∂y

dy

dt
+ ∂z

∂t
,

dz

dt
= yt

xcos2 (xyt)
+ xt3tln3

cos2 (xyt)
+ xy

cos2 (xyt)
=

= 1
cos2 (xyt)

(
yt

x
+ x(t3tln3+ y)

)
= 3t

cos2
(
lnt • 3tt

)
(

t

lnt
+ lnt(tln3+ 1)

)
.

4. Âû÷èñëèòü äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè z = arctg
(
xy2

)
.

Ðåøåíèå: Ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

dz = ∂z

∂x
dx + ∂z

∂y
dy.

Âû÷èñëÿåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïîäñòàâëÿåì â ïðèâåäåííóþ ôîðìó-
ëó

dz = y2

1+ x2y4
dx + 2xy

1+ x2y4
dy.

7.5. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
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Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé.
1. z = xln (xy + 1). 2. z = x2y3 + xy. 3. z = 3√x2y + y2 .

4. z = xy

x + y
. 5. z = xytg (xy). 6. u = sin

(
x2 + y2 + z2

)
. 7. u = x

y
z .

8. z =
√

x2 − y2 . 9. z = x/
√

x2 + y2 . 10. z = ln
(
x +

√
x2 + y2

)
.

Íàéòè ïîëíûå äèôôåðåíöèàëû ñëåäóþùèõ ôóíêöèé.
11. z=x2y3. 12. z = x2 − y2

x2 + y2
. 13. z =sin2x+cos2y. 14. z=yxy.

15. z =ln(x2 + y2). 16. z =lntg(y/x). 17. u =xyz. 18. u =arctgxy

z2
.

Íàéòè ïðîèçâîäíûå ñëîæíûõ ôóíêöèé.
19. u =lnsin x√

y
,x =3t2,y =

√
t2 + 1 , du

dt
=? 20. u =xyz,x = t2+1,y =

=lnt;
z =tgt; du

dt
=? 21. u = z√

x2 + y2
,x = Rcost;y = Rsint; z = H, du

dt
=?

22. z =arctg y

x
,y = x2, dz

dx
=? 23. z =arctgx

y
,x = usinv, y = ucosv,

∂z

∂u
=?∂z

∂v
=? 24. z = x2lny,x = u

v
,y =3u�2v, ∂z

∂u
=?∂z

∂v
=?

7.5.1. Îòâåòû. 1. ∂z

∂x
= xy

xy + 1 ,
∂z

∂y
= x2

xy + 1 . 2.
∂z

∂x
= 2xy3 +

+ y, ∂z

∂y
= 3x3y2 + x.

3. ∂z

∂x
= 2xy

3 3
√

(x2y + y2)2
, ∂z

∂y
= x2 + 2y

3 3
√

(x2y + y2)2
. 4. ∂z

∂x
= y2

(x + y)2
, ∂z

∂y
=

= x2

(x + y)2
.

5. ∂z

∂x
= ytg (xy) + xy2

cos2 (xy)
. ∂z

∂y
= xtg (xy) + yx2

cos2 (xy)
.

6. ∂u

∂x
= 2xcos

(
x2 + y2 + z2

)
, ∂u

∂y
= 2ycos

(
x2 + y2 + z2

)

∂u

∂z
= 2zcos

(
x2 + y2 + z2

)
. 7. ∂u

∂x
= y

z
x

y
z
−1, ∂u

∂y
= 1

z
x

y
z lnx,

∂u

∂z
= − y

z2
x

y
z lnx.8. ∂z

∂x
= x√

x2 − y2
, ∂z

∂y
= − y√

x2 − y2
. 9. ∂z

∂x
= y2

(x2 − y2)
3
2
,

∂z

∂y
= − xy

(x2 − y2)
3
2
. 10. ∂z

∂x
= 1√

x2 + y2
, ∂z

∂y
= y√

x2 + y2
(
x +

√
x2 + y2

) .

11. dz = 2xy3dx + 3x2y2dy. 12. dz = 4xy

(x2 + y2)2
· (ydx− xdy).

13. dz = sin2xdx− sin2ydy. 14. dz = y2xy−1dx + xy(1+ ylnx)dy.
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15. dz = = 2(xdx + ydy)

x2 + y2
. 16. dz = 2

x2 sin
2y
x

(xdy − ydx).

17. du = yzdx + zxdy + xydz.18. du = z(yzdx + xzdy − 2xydz)

x2y2 + z4
.

19. du

dt
= t

4√
t2 + 1

ctg 9t2
4√

t2 + 1

(
2− t2

2
√

t2 + 1

)
.

20. du

dt
= 2t ln ttgt + (t2 + 1)tgt

t
+ (t2 + 1) ln t

cos2 t
. 21. du

dt
=0. 22. dz

dx
=

= 2− x2

1+ x2 .

23. ∂z

∂u
=0; ∂z

∂v
=1. 24. ∂z

∂u
= 2 u

v2
ln(3u− 2v) + 3u2

v2(3u− 2v)
,

∂z

∂v
= −2u2

v3
ln(3u− 2v)− 2u2

v2(3u− 2v)
.

4 Öûêóíîâ À. Ì.



Ëåêöè ÿ 8
ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÅ ÂÛÑØÈÕ ÏÎÐßÄÊÎÂ

8.1. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ. Ãðàäèåíò.
×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(M) = f(x, y, z) ïî x, y, z âûðàæà-

þò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ êîîðäèíàòíûõ îñåé.
Îäíàêî âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ âîçíèêàåò âîïðîñ î âû÷èñëå-
íèè ñêîðîñòè â äàííîì íàïðàâëåíèè.

Ïóñòü çàäàíà äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ u =
= f(x, y, z) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x0, y0, z0) Ðàññìîòðèì
íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì ñ
êîîðäèíàòàìè cosα, cosβ, cosγ. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó M0 îñü, íàïðàâ-
ëåíèå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì åäèíè÷íîãî âåêòîðà −→a . Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç e âåëè÷èíó íàïðàâëåííîãî îòðåçêà M0M . Òîãäà êîîðäè-
íàòû òî÷êè M áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ðàâåíñòâàìè: x = x0 + ecosα, y =
= y0 + ecosβ, z = z0 + ecosγ. Íà äàííîé ïðÿìîé ôóíêöèÿ u = f(x, y, z)
ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé e

u = f(x0 + +ecosα, y0 + cosβ, z0 + +ecosγ),
òîãäà

du

de
= ∂f

∂x
cosα + ∂f

∂y
cosβ + ∂f

∂z
cosγ.

Ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè òðåõ ïå-
ðåìåííûõ â òî÷êå M0 ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà −→a , êîòîðûé èìååò
íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû coaα, cosβ, cosγ.

Ïðèìåð 8.1. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè 3√x + y2 + z2 â
íàïðàâëåíèè âåêòîðà −→b (2;

√
3 ; 3) â òî÷êåM0(3; 4; 2)

Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíûå â òî÷êå M0
∂u

∂x
= 1

3 3
√

(x + y2 + z2)2
=

= 1
27 ,

∂u

∂y
= 2y

3 3
√

(x + y2 + z2)2
= 8

27 ,
∂u

∂z
= z2

3 3
√

(x + y2 + z2)2
= 4

9 .

Îïðåäåëèì íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû cosα = 1
2 , cosβ =

√
3
4 , cosγ =

= 3
4 , òîãäà çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà −→b â òî÷êå

M0 áóäåò ðàâíî
∂u

∂e
= 1

21 ·
1
2 + 8

27 ·
√
3
4 + 4

9 ·
3
4 = 19+ 4

√
3

54 .
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Îïðåäåëåíèå 8.1. Ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f(M),M ∈ G ⊂ Em â òî÷-
êå M(x1, . . . ,xm) íàçûâàåòñÿ âåêòîð (gradu), èìåþùèé êîîðäèíàòû,
ðàâíûå ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì ∂f

∂x1
, . . . , ∂f

∂xm
â òî÷êå M .

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ u =
= f(x, y, z), òîãäà ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ åäèíè÷íîãî âåêòîðà
a(cos α, cosβ, cos γ), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå du

de
= −→a · gradu, ò.å.

îíà ðàâíà ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóõ âåêòîðîâ −→a è gradu, à ïî
îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìååì

du

de
= |−→a | |gradu| cos ϕ = |gradu| cos ϕ,

òàê êàê |−→a | = 1. Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå

(
du

de

)
max

áóäåò òîãäà, êîãäà óãîë ìåæäó âåêòîðàìè −→a è gradu

ðàâåí 0 ò.å. cos ϕ = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàäèåíò ôóíêöèè f(M) â òî÷êå
M õàðàêòåðèçóåò íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî ðîñòà ýòîé
ôóíêöèè â òî÷êå M .

Ïðèìåð 8.2. Îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî
ðîñòà ôóíêöèè u = arctg

√
xz

y
â òî÷êå M(1, 1, 1).

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂u

∂x
= 1

1+
xz

y

· 1

2
√

xz

y

· z

y
= 1

2(y + xz)
·
√

yz

x
,

∂u

∂y
= − 1

1+
xz

y

· 1

2
√

xz

y

· xz

y2
= − 1

2(y + xz)
·
√

xz

y
,

∂u

∂z
= 1

1+
xz

y

· 1

2
√

xz

y

· x

y
= 1

2(y + xz)
·
√

xy

z
,

â òî÷êå M(1, 1, 1) èìååì gradu = 1
4 i− 1

4j + 1
4k, |gradu| = 1

4
√
3 .

Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ðîñòà ðàâíà 1
4
√
3 â íà-

ïðàâëåíèè âåêòîðà ñ êîîðäèíàòàìè
(1
4 ,

1
4 ,

1
4

)
.

8.2. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ
ïîðÿäêîâ

Åñëè ôóíêöèÿ u = f(M), M ∈ G ⊂ Em èìååò äèôôåðåíöèðóåìûå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî àðãóìåíòàì xi, i = 1, . . .m â òî÷êå M , òî
4*
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èõ ìîæíî åùå ðàç ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü, ò. å. âû÷èñëèòü ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
= ∂2f

∂xj∂xi

Åñëè i = j, òî ýòè ïðîèçâîäíûå íàçûâàþòñÿ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
âòîðîãî ïîðÿäêà. Èõ óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ ∂2f

∂x2
i

èëè f
′′
xixi

. Â ñëó÷àå,
êîãäà i 6= j, ïðîèçâîäíûå íàçûâàþòñÿ ñìåøàííûìè. Ïî àíàëîãèè ìîæíî
ââåñòè ïîíÿòèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 8.3. u = arctg
(

x

y

)
. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíûå âòî-

ðîãî ïîðÿäêà è ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå.

∂u

∂x
= y

x2 + y2
, ∂u

∂y
= − x

x2 + y2
, ∂2u

∂x2 = − 2xy(
x2 + y2

)2

∂2u

∂y2
= 2xy(

x2 + y2
)2 ,

∂2u

∂x∂y
= ∂2u

∂y∂x
= x2 − y2(

x2 + y2
)2

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå îêàçàëèñü ðàâíûìè.
Òàêîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ íå äëÿ ëþáîé ôóíêöèè, à òîëüêî äëÿ òåõ,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 8.1. Åñëè ôóíêöèÿ u = f(x1, . . . , xm) èìååò â îáëàñòè
G ⊂ Em ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂2f

∂xj∂xi
, ∂2f

∂xi∂xj
, òî â ëþáîé òî÷êå

M ∈ G, â êîòîðîé ýòè ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû, èõ çíà÷åíèÿ ñîâïà-
äàþò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü M ∈ G ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé, â êîòîðîé
îáå ôóíêöèè f ′′ij(M) è f ′′ji(M) íåïðåðûâíû. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,
÷òî èçìåíÿòñÿ áóäóò òîëüêî xiè xj îáîçíà÷èì èõ x è y, è áóäåì ïî
ñóùåñòâó ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y). Òðåáóåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
f ′′xy = f

′′
yx, ò.å. çíà÷åíèÿ ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ
F = f(x + h, y + h)− f(x + h, y)− (f(x, y + h)− f(x, y)), ãäå h ìà-

ëîå ïðèðàùåíèå. Â ïåðâîé ðàçíîñòè ôèêñèðóåì x + h, à âî âòîðîé x
òîãäà èìååì äâå ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà y. Â ñèëó èõ äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ëàãðàíæà, òîãäà ïîëó÷èì

F = (f ′y(x + h, y + θh)h− f ′y(x, y + θh)h), ãäå θ ∈ [0, 1]
Çàôèêñèðóåì y + θh è ïðèìåíèì ôîðìóëó Ëàãðàíæà ê ðàçíîñòè,

ñòîÿùåé â ñêîáêàõ

F = f ′′yx(x + ξh, y + θh)h2, ξ ∈ [0, 1]
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû ôóíêöèþ F ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

F = f(x + h, y + h)− f(x, y + h)− (f(x + h, y)− f(x, y))

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåì äâà
ðàçà ôîðìóëó Ëàãðàíæà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì

F = f ′′xy(x + µh, y + αh)h2 µ,α ∈ [0, 1]

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ôóíêöèè F è ñîêðàùàÿ íà h2 ïîëó÷èì
f ′′yx(x + ξh, y + θh) = f ′′xy(x + µh, y + αh). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

íåïðåðûâíîñòü ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ â îáëàñòè G, óñòðåìèì h ê
íóëþ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì èíòåðåñóþùåå íàñ ðàâåíñòâî

f ′′xy(xy) = f ′′yx(xy).¤

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè â òåîðåìå ìîæíî çàìåíèòü òðåáî-
âàíèåì ÷òîáû ôóíêöèÿ u = f(M) áûëà äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå M .

8.2.1. Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ïóñòü çàäàíà
ôóíêöèÿ u = f(x1, . . . ,xm) â îáëàñòè G ⊂ Rm. Òîãäà åñëè ôóíêöèÿ
f(M) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M ∈ G, òî ïîëíûé äèôôåðåíöèàë â
òî÷êå M ðàâåí du =

m∑
i=1

∂f

∂xi
dxi. Áóäåì òåïåðü ðàññìàòðèâàòü äèôôå-

ðåíöèàë êàê ôóíêöèþ m ïåðåìåííûõ du(x1, . . . ,xm). Åñëè ýòà ôóíêöèÿ
äèôôåðåíöèðóåìà, òî îò íåå ñíîâà áåðåòñÿ äèôôåðåíöèàë. Çäåñü ñëå-
äóåò âûäåëèòü äâà ñëó÷àÿ: 1. Åñëè x1, . . . ,xm ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè,
2. x1, . . . ,xm ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè íåêîòîðûõ
ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn.

Â ïåðâîì ñëó÷àå âû÷èñëèì äèôôåðåíöèàë îò ôóíêöèè
du(x1, . . . ,xm)

d(du(x1, . . . ,xm) =
m∑

j=1

∂

∂xj

(
m∑

i=1

∂f

∂xi
dxi

)
dxj

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî dxi (i = 1, . . . ,m) íå çàâèñÿò îò
xj(j = 1, . . . ,m), òîãäà ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ äèôôåðåíöèàëà âòîðîãî
ïîðÿäêà d2u(x1, . . . ,xm) =

m∑
j=1

m∑
i=1

∂2f

∂xj∂xi
dxidxj .

Ïî àíàëîãèè ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëîâ áîëåå âûñîêèõ ïî-
ðÿäêîâ

d3u = d(d2u) =
m∑

k=1

m∑

j=1

m∑

i=1

∂3f

∂xk∂xj∂xi
dxidxjdxk, dnu = d(dn−1u)
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Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Óæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïåðâûé äèôôåðåí-
öèàë èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê àðãóìåíòàì, ò.å.

du =
k∑

i=1
(

m∑

j=1

∂u

∂xj

∂xj

∂ti
)dti =

k∑

i=1

∂u

∂ti
dti =

m∑

j=1

∂u

∂xj
dxj .

Äëÿ äèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà â ýòîì ñëó÷àå ýòî ñâîéñòâî íå
ñîõðàíÿåòñÿ

d(du) = d(
m∑

j=1

∂u

∂xj
dxj) =

m∑
j=1

(d( ∂u

∂xj
)dxj + ∂u

∂xj
d(dxj)) =

=
m∑

j=1

m∑
i=1

∂2u

∂xi∂xj
dxjdxi +

m∑
j=1

∂u

∂xi
d2xj .

Äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ dxj çàâèñÿò îò xi, i = 1, . . . ,m, ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ
åùå îäíî ñëàãàåìîå, òàê êàê

dxj =
n∑

i=1

∂xj

∂ti
dti d2xj =

k∑

r=1

u∑

i=1

∂2xj

∂tr∂ti
dtidtr

8.3. Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ

ïåðåìåííûõ
Òåîðåìà 8.2. Åñëè ôóíêöèÿ u = f(x1, . . . ,xm) äèôôåðåíöèðóåìà

n + 1 ðàç â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x01, . . . ,x0m) M0 ∈ G ⊂ Rm, òî
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x1 + ∆x1, . . . ,xm + ∆xm) = f(M0)+

+
n∑

i=1

1
i!

d(i)f(M0) + rn+1(M0,M), (8.1)

ãäå òî÷êà M(x1 + ∆x1, . . . ,xm + ∆xm).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ
ϕ(t) = f(x1 + t∆x1, . . . ,xm + t∆xm), ãäå t ∈ [0, 1]. Åñëè çàôèêñèðî-

âàòü x1, . . . ,xm è ∆x1, . . . ,∆xm, òî ϕ(t) � ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé,
äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ t ∈ [0, 1]

ϕ(t) = ϕ(0) +
n∑

i=1

1
i!

ϕ(i)(0)si−1 + rn+1(t).

Ïîëàãàÿ t = 1, ïîëó÷èì

ϕ(1) = ϕ(0) +
m∑

i=1

1
i!

ϕ(i)(0) + rn+1, (8.2)
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∂ϕ

∂t
=

m∑
i=1

∂ϕi

∂(xi + t∆xi)
∆xi, â òî÷êå t = 0 ïîëó÷àåì

ϕ′(0) = df(M0), ϕ
′′
(0) = d2f(M0), . . . ,ϕ(n)(0) = dnf(M0),

ϕ(1) = f(x1 + h,x2 + h, . . . ,xm + h).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (8.2), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (8.1), ãäå
rn+1(M0,M) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí, êîòîðûé â ôîðìå Ëàãðàíæà èìååò âèä

rn+1(M0,M) = 1
(n + 1)!d

n+1f(x1 + θ∆x1, . . . ,xmθ∆xm), θ ∈ [0, 1].¤

8.4. Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ
Îïðåäåëåíèå 8.2. Ôóíêöèÿ u = f(M), M ∈ G ⊂ Em èìååò âî

âíóòðåííåé òî÷êå M0 ∈ G ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì åñëè ñóùå-
ñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè M0 òàêàÿ, ÷òî f(M0) > f(M) èëè
f(M0) < f(M)), ãäå M ïðèíàäëåæèò îêðåñòíîñòè òî÷êè M0.

Òåîðåìà 8.3. (î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ýêñòðåìóìà). Åñëè ôóíêöèÿ
u = f(M),M ∈ G ⊂ Em èìååò â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 ∈ G ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ïî êàæäîé ïåðåìåííîé è èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì
â òî÷êå M0(x01, . . . ,x0m, ) òî â ýòîé òî÷êå âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ

∂f

∂xi
= 0, i = 1, . . . ,m.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
u = f(x1,x2, . . . ,xi, . . . ,xm), êîòîðàÿ èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå

M0(x01, . . . ,x0m). Çàôèêñèðóåì ïåðåìåííûå x2, . . . ,xi, . . . ,xm. Òîãäà
ôóíêöèÿ áóäåò ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé x1. Ïðîèçâîäíàÿ ýòîé
ôóíêöèè â òî÷êå x1 = x01 ñîâïàäàåò ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂f

∂x1
(M0).

Òàê êàê ôóíêöèÿ èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå M0, òî ôóíêöèÿ îäíîé
ïåðåìåííîé áóäåò èìåòü ýêñòðåìóì â òî÷êå x1 = x01. Òîãäà, â
ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4.2 î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé èìååì ∂f

∂x1
= 0. Äàëåå, îñâîáîæäàåì

ïåðåìåííóþ x2, à âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ôèêñèðóåì. Ïîâòîðÿÿ
ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ, âûïîëíåííûå äëÿ x1, ïîëó÷èì ∂f

∂x2
= 0.

Âûïîëíèâ àíàëîãè÷íûå ïðîöåäóðû äëÿ x3 · · ·xm, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå
òåîðåìû.¤

Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ìîæíî çàïèñàòü åùå
òàê df(M0) = 0, ò.ê. f ′xi

(M0) = 0. Êðîìå òîãî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òî÷-
êè, ãäå ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà, à åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåîïðåäåëåííû,
òîæå ìîãóò áûòü òî÷êàìè ýêñòðåìóìà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà è âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïîíàäîáèòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç
òåîðèè êâàäðàòíûõ ôîðì.
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Îïðåäåëåíèå 8.3. Êâàäðàòíàÿ ôîðìà F =
m∑

i=1

m∑
j=1

aijxixj íàçû-
âàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé (îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííîé),
åñëè äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x1, . . . ,xm, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûõ íóëþ
F > 0 (F < 0).

Åñëè êâàäðàòíàÿ ôîðìà F ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé
èëè îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííîé, òî åå íàçûâàþò åùå çíàêîïîñòîÿííîé.

Ìàòðèöà A =




a1 . . . a1m
... . . .

am . . . amm


 íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû F .
Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà. 1.Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

F ñ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé A áûëà ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ãëàâíûå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû
ìàòðèöû A áûëè ñòðîãî áîëüøå íóëÿ.

2.Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F áûëà îòðèöàòåëüíî-
îïðåäåëåííîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çíàêè ãëàâíûõ äèà-
ãîíàëüíûõ ìèíîðîâ ÷åðåäîâàëèñü, ïðè÷åì ïåðâûé ìèíîð äîëæåí
áûòü îòðèöàòåëüíûì.

Ïðèìåð 8.4. A1 =

[ 2 1 0
1 1 0
0 0 3

]
; A2 =

[ −2 1 0
1 −2 0
0 0 −1

]
.

Äèàãîíàëüíûå ìèíîðû äëÿ ìàòðèöû A1

∆1 = 2, ∆2 =
∣∣∣∣
2 1
1 1

∣∣∣∣ = 1, ∆3 =

∣∣∣∣∣
2 1 0
1 1 0
0 0 3

∣∣∣∣∣ = 3.

Âñå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíûå, ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ
ýòîé ìàòðèöåé áóäåò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé.

Äëÿ ìàòðèöû A2 ∆1 = −2, ∆2 =
∣∣∣∣
−2 1
1 2

∣∣∣∣ = 3,

∆3 =

∣∣∣∣∣
−2 1 0
1 −2 0
0 0 1

∣∣∣∣∣ = −3. Çíàêè äèàãîíàëüíûõ ìèíîðîâ ÷åðåäóþòñÿ

è ∆1 < 0, çíà÷èò ìàòðèöà A2 è êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ýòîé ìàòðèöåé
îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè
ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ u = f(M), M(x1, . . . ,xm) ∈ G ⊂ Rm.

Ïóñòü â òî÷êå M0 ∈ G âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà,
ò.å. df(M0) = 0, òîãäà ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â
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ôîðìå Ïèàíî

∆u = f(M)− f(M0) = 1
2

m∑

i=1

m∑

j=1

∂2f(M0)

∂xi∂xj
∆xi∆xj + 0(ρ2)

ãäå ρ =
√

∆x21 + . . .+ ∆x2m .
Ïóñòü â òî÷êå M0 èìååì ìèíèìóì, òîãäà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ρ ∆u > 0. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå
hi = ∆xi

ρ
, i = 1, . . . ,m. Î÷åâèäíî, ÷òî |hi| 6 1, ò.ê. h21 + . . . + h2m = 1.

Òîãäà ïîëó÷èì ∆u = ρ2
(
1
2

m∑
i=1

m∑
j=1

∂2f(M0)

∂xi∂xj
hihj + 0(ρ2)

ρ2

)

Òåïåðü ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ρ âåëè÷èíà 0(ρ2)
ρ2

åñòü áåñêîíå÷íî
ìàëàÿ è ïîýòîìó çíàê ∆u áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ êâàäðàòíîé ôîðìîé

F =
m∑

i=1

m∑

j=1

∂2f(M0)

∂xi∂xj
hihj .

Åñëè îíà ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, òî ∆u > 0, à çíà÷èò â òî÷êå
M0 ìèíèìóì, à åñëè F îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, òî ∆u < 0, à
ñëåäîâàòåëüíî â òî÷êå M0 ìàêñèìóì. Äîêàçàíî.

Òåîðåìà 8.4. Åñëè ôóíêöèÿ u = f(M), M(x1, . . . ,xm) ∈ G ⊂ Rm

äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 è äâàæäû äèôôåðåíöè-
ðóåìà â ñàìîé òî÷êå M0 â êîòîðîé âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
ýêñòðåìóìà ò.å. df(M0) = 0. Òîãäà, åñëè d2f(M0) > 0 òî â òî÷êå M0
ìèíèìóì, à åñëè d2f(M0) < 0, òî ìàêñèìóì.

Ïî ñóùåñòâó ïðè ïðîâåðêå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé òðåáóåòñÿ ïðèìå-
íèòü êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà ê ìàòðèöå




∂2f

∂x12
∂2f

∂x1∂x2
. . . ∂2f

∂x1∂xm... . . . . . .
∂2f

∂xm∂x1

∂2f

∂xm∂x2
. . . ∂2f

∂x2
m




Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè êâàäðàòíàÿ ôîðìà âî âòîðîì äèôôåðåíöèàëå
çíàêîïåðåìåííà, òî íàéäóòñÿ òî÷êè â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0, ãäå
f(M0) > f(M), à ãäå f(M0) < f(M), íî ýòî çíà÷èò, ÷òî â òî÷êå M0 íåò
íè ìàêñèìóìà, íè ìèíèìóìà.

Ïðèìåð 8.5. Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèè u = x4 + y2 − 2x2 − 4y.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ýêñòðåìóìà

∂u

∂x
= 4x3 − 4x = 0, ∂u

∂y
= 2y − 4 = 0
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Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàõîäèì òðè êðèòè÷åñêèå òî÷êè A1(−1, 2),
A2(0, 2), A3(1, 2). Âû÷èñëèì âòîðîå ïðîèçâîäíûå

∂2u

∂x2 = 12x2 − 4, ∂2u

∂x∂y
= 0 ∂2u

∂y2
= 2

Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû âî âòîðîì äèôôåðåíöèàëå èìååò âèä:
Â òî÷êàõ A1,A3

[
8 0
0 2

]
, äèàãîíàëüíûå ìèíîðû ∆1 = 8, ∆2 = 16

Â òî÷êå A2 =
[
0 0
0 2

]
∆1 = 0, ∆2 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êàõ A1 èA3 èìååì ìèíèìóì.
Â òî÷êå A2 ýêñòðåìóìà íåò.
8.4.1. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû. 1. Ïîÿñíèòå ñìûñë ïðîèçâîäíîé

ïî íàïðàâëåíèþ.
2. Äàéòå îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòà ôóíêöèè.
3. ×òî ïîêàçûâàåò ãðàäèåíò ôóíêöèè?
4. Êàêàÿ ñâÿçü ìåæäó ãðàäèåíòîì ôóíêöèè è ïðîèçâîäíîé ïî íà-

ïðàâëåíèþ?
5. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ.
6. Êàêèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ó ôóíêöèè íåñêîëüêèõ

ïåðåìåííûõ?
7. Ñôîðìóëèðóéòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.
8. Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà. Äëÿ ÷åãî îí èñïîëüçóåòñÿ?

8.5. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷
1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè z = x3 − 3x2y + 3xy2 + 1 â òî÷êå

M(3; 1) â íàïðâëåíèè ê òî÷êå M1(6; 5)
Ðåøåíèå: Íàõîäèì êîîðäèíàòû âåêòîðà a = MM1, a = (3; 4). Îïðå-

äåëÿåì íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ýòîãî âåêòîðà ïî ôîðìóëàì:

cosα = x

|a| = 3√
32 + 42

= 3
5 , cosβ = y

|a| = 4
5

Âû÷èñëÿåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êå M

∂z

∂x
= 3x2 − 6xy + 3y2, ∂z

∂y
= −3x2 + 6xy

∂z

∂x
(M) = 27− 18+ 3 = 12, ∂z

∂y
(M) = −27+ 18 = −9.

Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà a ïî ôîðìóëå
dz

da
= ∂z

∂x
cosα + ∂z

∂y
cosβ = 12 · 35 − 9 · 45 = 0.

2. Íàéòè ïðîåêöèè ãðàäèåíòà ôóíêöèè z = x2 − 2xy + 3y − 1 â òî÷êå
(1; 2).
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Ðåøåíèå: Îïðåäåëÿåì ãðàäèåíò ôóíêöèè ïî ôîðìóëå

grad z = ∂z

∂x
i + ∂z

∂y
j

ãäå ∂z

∂x
è ∂z

∂y
ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè âåêòîðà grad z íà êîîðäèíàòíûå îñè

∂z

∂x
= 2x− 2y = 2− 4 = −2, , ∂z

∂y
= −2x + 3 = −2+ 3 = 1.

3. z = x3 + xy2 − 5xy3 + y5 Ïîêàçàòü, ÷òî ∂2z

∂x∂y
= ∂2z

∂y∂x
Ðåøåíèå: Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íà ïðèìåðå ïðîâåðèëè ñïðàâåä-

ëèâîñòü òåîðåìû 8.1, à èìåííî, ÷òî çíà÷åíèÿ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ
íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

∂z

∂x
= 3x2 + y2 − 5y3, ∂z

∂y
= 2xy − 15xy2 + 5y4,

∂2z

∂y∂x
= ∂

∂y

(
3x2 + y2 − 5y3

)
= 2y − 15y2

∂2z

∂x∂y
= ∂

∂x

(
2xy − 15xy2 + 5y4

)
= 2y − 15y2

4. u = xy3 + zx4 + yz5 + zxy Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ∂3u

∂z3
, ∂2u

∂x∂y
Ðåøåíèå: Âû÷èñëÿåì ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâðäíûå
∂u

∂x
= y3 + 4zx3 + zy, ∂u

∂y
= 3xy2 + z5 + zx, ∂u

∂z
= x4 + 5yz4 + xy

Âû÷èñëÿåì ∂2u

∂x∂y

∂2u

∂x∂y
= ∂

∂x

(
∂u

∂y

)
= ∂

∂x

(
3xy2 + z5 + zx

)
= 3y2 + z

Âû÷èñëÿåì ∂2u

∂z2

∂2u

∂z2
= ∂

∂z

(
∂u

∂z

)
= ∂

∂z

(
x4 + 5yz4 + xy

)
= 20yz3

Âû÷èñëÿåì ∂3u

∂z3

∂3u

∂z3
= ∂

∂z

(
∂2u

∂z2

)
= ∂

∂z

(
20yz3

)
= 60yz2

5. z = x2y3 + x4 + y5, d2z =?
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Ðåøåíèå: Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíê-
öèè äâóõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

d2z = ∂2z

∂x2 dx2 + ∂2z

∂x∂y
dydx + ∂2z

∂y∂x
dxdy + ∂2z

∂y2
dy2

Âû÷èñëÿåì ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂z

∂x
= 2xy3 + 4x3, ∂z

∂y
= 3x2y2 + 5y4

Âû÷èñëÿåì âòîðûå è ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå ðàâåíñòâî ∂2z

∂x∂y
= ∂2z

∂y∂x

∂2z

∂x2 = ∂

∂x

(
2xy3 + 4x3

)
= 2y3 + 12x2

∂2z

∂y2
= ∂

∂y

(
3x2y2 + 5y4

)
= 6x2y + 20y3

∂2z

∂x∂y
= ∂2z

∂y∂x
= ∂

∂x

(
∂z

∂y

)
= ∂

∂x

(
3x2y2 + 5y4

)
= 6xy2

Ïîäñòàâëÿåì âû÷èñëåííûå ïðîèçâîäíûå â ïðèâåäåííóþ ôîðìóëó äëÿ
âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà

d2z =
(
2y3 + 12x2

)
dx2 +

(
12xy2

)
dxdy +

(
6x2y + 20y3

)
dy2

6. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ z = x2y3 + x4 + y5 ïî ñòåïåíÿì x− 1, y − 1
Íàéòè ÷ëåíû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí çàïèñàòü

â ôîðìå Ïèàíî.
Ðåøåíèå: Çàïèøåì ôîðìóëû Òåéëîðà â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíè-

ÿìè çàäà÷è

f(x, y) = f(1, 1) + df(1, 1)
1! + d2f(1, 1)

2! + o(ρ2),

ãäå ρ =
√

(x− 1)2 + (y − 1)2
Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ó íàñ ïîëó÷åí â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Çàïè-

øåì ïåðâûé äèôôåðåíöèàë

dz = ∂z

∂x
dx + ∂z

∂y
dy =

(
2xy3 + 4x3

)
dx +

(
3x2y2 + 5y4

)
dy

Âñïîìèíàåì, ÷òî ìû óñëîâèëèñü ïîä äèôôåðåíöèàëîì íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé ïðèíèìàòü åãî ïðèðàùåíèå.

Òîãäà äëÿ íàøåé çàäà÷è áóäåì èìåòü
dz =

(
2xy3 + 4x3

)
(x− 1) +

(
3x2y2 + 5y4

)
(y − 1)

d2z =
(
2y3 + 12x2

)
(x− 1)2 +

(
12xy2

)
(x− 1) (y − 1)+

+
(
6x2y + 20y3

)
(y − 1)2
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Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ôóíêöèè è è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå (1, 1)

f(1, 1) = 3, dz(1, 1) = 6 (x− 1) + 8 (y − 1)

d2z = 14 (x− 1)2 + 12 (x− 1) (x− 1) + 26 (y − 1)2

Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ â ïèâåäåííóþ ôîðìóëó, è ïîëó÷àåì
èñêîìîå ðàçëîæåíèå

f(x, y) = 3+ 6 (x− 1) + 8 (y − 1) + 7 (x− 1)2 + 6 (x− 1) (y − 1)+

+13 (y − 1)2 + o(ρ2)

7. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z = x
√

y − x2 − y + 6x + 3.
Åñëè ýêñòðåìóì åñòü, òî îïðåäåëèòü åãî òèï.

Ðåøåíèå: Ïîëüçóåìñÿ íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ýêñòðåìóìà
∂z

∂x
= 0, ∂z

∂y
= 0.

Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂z

∂x
=
√

y − 2x + 6, ∂z

∂y
= x

2√y
− 1.

Ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
{ √

y − 2x + 6 = 0,
x

2√y
− 1 = 0.

x = 4, y = 4. Òî÷êà ñ ýòèìè êîîðäèíàòàìè ìîæåò áûòü òî÷êîé ýêñ-
òðåìóìà. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà òðåáóåòñÿ
âû÷èñëèòü âòîðûå è ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå

∂2z

∂x2 = −2, ∂2z

∂y2
= − x

4√y 3 ,
∂2z

∂x∂y
= ∂2z

∂y∂x
= − 1

2√y

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü ìàòðèöó

H(x, y) =




∂2z

∂x2
∂2z

∂y∂x
∂2z

∂x∂y

∂2z

∂y2


 =




−2 − 1
2√y

− 1
2√y

− x

4√y 3




Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ýòîé ìàòðèöû â òî÷êå, êîòîðàÿ ïðåòåíäóåò íà
òî÷êó ýêñòðåìóìà

H(4, 4) =


 −2 −1

4
−1
4 −1

8


 . Ïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì Ñèëüâåñòðà

∆1 = −2 < 0, ∆2 = 1
4 −

1
8 = 1

8 > 0.
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Ìàòðèöà H(4, 4) îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (4,
4) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà, zmax(4, 4) = 15.

8.5.1. 8.6. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. 1. Íàéòè
ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè z = arctg (xy) â òî÷êå (1, 1) â íàïðàâëåíèè
áèññåêòðèñû ïåðâîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà.

2. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè z = x2y2 − xy3 − 3y − 1 â òî÷êå (2,
1) îò ýòîé òî÷êè ê òî÷êå (0, 0).

3. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè u = xy2 + z3 − xyz â íàïðâëåíèè,
îáðàçóþùèì ñ îñÿìè êîîðäèíàò óãëû 60î, 45î, 60î

4. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè u = xyz â òî÷êå (5, 1, 2) îò ýòîé
òî÷êè ê òî÷êå (9, 4, 14).

5. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè u = x2y2z2 â òî÷êå (1, 1, 3) îò ýòîé
òî÷êè ê òî÷êå (, 1, 1).

6. Íàéòè íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî èçìåíåíèÿ ôóíêöèè u = xyz â
òî÷êå (1, 1, 1).

7. Íàéòè íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî èçìåíåíèÿ ôóíêöèè
u = arctg (xyz) â òî÷êå (1, 1, 1).
8. Íàéòè íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî èçìåíåíèÿ ôóíêöèè
u = tg (xyz) â òî÷êå (1, π

√
3 /3

√
3 /3).

Íàéòè ∂2z

∂x2 ,
∂2z

∂x∂y
, ∂2z

∂y2
äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé.

9. z = 1
3
√

(x2 + y2)3 . 10. z =ln
(
x +

√
x2 + y2

)
. 11. z =arctg x + y

1− xy
.

12. z=sin2(ax+by). 13. z=exey

.14. z=x− y

x + y
.15. z = ylnx

Íàéòè äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé.
16. z=xy2 −−x2y. 17. z=ln(x�y). 18. z=exy. 19. u=xyz.
20. Ôóíêöèþ f(x,y,z) = x2 + y2+ z2+ 2xy�yz�4x�3y�z+4

ðàçëîæèòü ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (1;1;1).
21. Ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà äî ÷ëåíîâ 3-ãî ïîðÿäêà

âêëþ÷èòåëüíî ôóíêöèþ f(x,y) = exsiny.
22. Ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (1;1) äî

÷ëåíîâ 2-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ôóíêöèþ f(x,y) = xy.
Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
23. z=(x�1)2+2y2. 24. z=(x�1)2�2y2. 25. z = x2+xy+y2�2x�y.
26. z = x3y2(6�x�y); (x>0, y>0). 27. z = x4 + y4�2x2+4xy�2y2.
28. z = (x2 + y2)e−(x2+y2). 29. u = x2 + y2 + z2�xy+x�2z.
30. u = x + y2/(4x) + z2/y+2/z; (x>0, y>0, z>0).

8.5.2. Îòâåòû . 1.
√
2
2 2. −

√
5 3. 5. 4. 9813 5. -22. 6. (1, 1, 1).
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7. (1/2, 1/2, 1/2). 8. 4π/3, 4
√
3 /3, 4π

√
3 /3). 9 ∂2z

∂x2 = 2x2 + y2√
x2 + y2

,

∂2z

∂y2
= x2 + 2y2√

x2 + y2
, ∂2z

∂x∂y
= xy√

x2 + y2
. 10. ∂2z

∂x2 = − x

(x2 + y2)3/2
, ∂2z

∂y2
=

= x3 + (x2 − y2)
√

x2 + y2(
x2 + y2

)3/2 (
x +

√
x2 + y2

)2 ,
∂2z

∂x∂y
= − y

(x2 + y2)3/2
.

11. ∂2z

∂x2 = − 2x
(1+ x2)2

, ∂2z

∂y2
= − 2y

(1+ y2)2
, ∂2z

∂x∂y
= 0.

12. ∂2z

∂x2 = 2a2 cos 2(ax + by), ∂2z

∂y2
= 2b2 · · cos 2(ax + by), ∂2z

∂x∂y
=

= 2ab cos 2(ax + by). 13. ∂2z

∂x2 = exey+2y, ∂2z

∂y2
= x (1+ xey) · · exey+y,

∂2z

∂x∂y
= (1+ xey) exey+y. 14. ∂2z

∂x2 = − 4y
(x + y)3

, ∂2z

∂y2
= − 4x

(x + y)3
,

∂2z

∂x∂y
= 2(x− y)

(x + y)3
. 15. ∂2z

∂x2 = ln y(ln y + 1)
x2 yln x, ∂2z

∂y2
= ln x(ln x− 1)

y2
yln x,

∂2z

∂x∂y
= ln x ln y + 1

xy
yln x. 16. −2ydx2 + 4(y − x)dxdy + 2xdy2. 17.

− (dx− dy)2

(x− y)2
. 18. exy((ydx + xdy)2 + 2dxdy). 19. 2(zdxdy + ydxdz +

+ xdydz).
20. f(x, y, z) = (x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 + 2(x− 1)(y − 1)− (y −

− 1)(z − 1).
21. f(x, y) = y + xy + 3x2y − y3

3! . 22. f(x, y) = 1 + (y − 1) + (x −
− 1)(y − 1).

23. zmin =0 ïðè x =1, y =0. 24. ýêñòðåìóìîâ íåò. 25. zmin = �1
ïðè x =1, y =0. 26. zmax =108 ïðè x =3, y =2. 27. zmin = �8 ïðè
x =

√
2 , y = = −

√
2 è ïðè x = −

√
2 , y =

√
2 . 28. zmin =0 ïðè x =

= y =0; íåñòðîãèé ìàêñèìóì z =1/e â òî÷êàõ îêðóæíîñòè x2 + y2 =1.
29. umin = �4/3 ïðè x = �2/3, y = �1/3, z =1. 30. umin =4 ïðè x =1/2,
y =1, z =1.
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ÍÅßÂÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ È ÓÑËÎÂÍÛÉ
ÝÊÑÒÐÅÌÓÌ

9.1. Íàèáîëüøèå è íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(M), M(x1, . . . ,xm) ∈ G ⊂ Em îïðåäåëåíà è

íåïðåðûâíà â îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòè Q ⊂ G è èìååò â ýòîé
îáëàñòè êîíå÷íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, çà èñêëþ÷åíèåì ìîæåò áûòü
îòäåëüíûõ òî÷åê. Òîãäà ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà îíà èìååò sup

M∈Q
f(M)

è inf
M⊂Q

f(M). Ïðè ýòîì íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ
èìååò ëèáî â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà, ëèáî íà ãðàíèöå îáëàñòè Q.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ çíà÷åíèé íàäî îïðåäåëèòü
êðèòè÷åñêèå òî÷êè âî âíóòðåííåé ÷àñòè îáëàñòè Q, êîòîðûå ïðåòåí-
äóþò áûòü òî÷êàìè ýêñòðåìóìà è âû÷èñëèòü â ýòèõ òî÷êàõ çíà÷åíèå
ôóíêöèè. Çàòåì èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ãðàíèöå îáëàñòè Q è îïðåäå-
ëèòü íà íåé íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Ñðàâíèâ èõ ñ ðàíåå
âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè â òî÷êàõ âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà,
âûáèðàåì èñêîìûå âåëè÷èíû.

Ïðèìåð 9.1. Òðåáóåòñÿ íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ôóíêöèè u = x3 − 3x + y2 − 2y â îáëàñòè Q, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òðå-
óãîëüíèêîì, îãðàíè÷åííûì ïðÿìûìè,

y = 0,x = 0,x + y = 4.
Èìååì u

′
x = 3

(
x2 − 1

)
= 0, u

′
y = 2 (u− 1) = 0. Äâå òî÷êè M1 (1, 1)

è M2 (−1, 1) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà, íî òî÷êà
M2 /∈ Q. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå M1, u(M1) = −3.
Èññëåäóåì ôóíêöèþ íà ãðàíèöå îáëàñòè Q.

1) x = 0, y ∈ [0, 4]. Â ýòîì ñëó÷àå u = y2 − 2y. Èùåì íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.
u
′
y = 2 (y − 1) = 0. Íà ýòîì ó÷àñòêå òî÷êà M3 (0, 1) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà è äâå òî÷êè: M4 (0, 0) è M5 (0, 4) ÿâëÿþòñÿ
êðàåâûìè: u (M3) = −1, u (M4) = 0, u (M5) = 8.

2) Íà ïðÿìîé y = 0, x ∈ [0, 4] òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè M4 (0, 0) óæå
èññëåäîâàíà, ïîýòîìó åå èñêëþ÷àåì. Â ýòîì ñëó÷àå u = x3 − 3x, u

′
x =

= 3
(
x2 − 1

)
, x = ±1 òî÷êà (−1, 0) /∈ Q, ïîëó÷àåì äâå òî÷êè M6 (1, 0)

è M7 (4, 0), u (M6) = −2, u (M7) = 52.
Íà ó÷àñòêå ïðÿìîé x + y = 4 îò òî÷êè M5 äî M7, y = 4 −

− x, u = x3 − 3x + (4− x)2 − 2 (4− x) = x3 − x2 − 9x + 8, x ∈ [1, 4],
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u
′
x = 3x2 − 2x − 9 = 0, x1 ≈ 2, 1, x2 ≈ −1, 43, x2 /∈ [1, 4]. Òî÷êà

M8 (2, 1; 1, 9) ìîæåò áûòü òî÷êîé ýêñòðåìóì u (M8) ≈ −6. Â äàííîì
ñëó÷àå êðàåâûå òî÷êè M5 è M7 íå èññëåäóåì, ò.ê. çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
â íèõ óæå âû÷èñëåíû. Àíàëèçèðóÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êàõ M1,
M3,. . .,M8 èìååì sup

M∈Q
u (M) = u (M7) = 52, inf

M∈Q
u (M) = u (M8) ≈ −6.

9.2. Íåÿâíûå ôóíêöèè
Ïåðåìåííàÿ u, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé àðãóìåíòîâ x1, ...,xm ìî-

æåò çàäàâàòüñÿ â íåÿâíîì âèäå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ
F (u1,x1, ...,xm) = 0 (9.1)

Ðèñ. 9.1.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ u =
√
1− x2 − y2 ,

ðàññìàòðèâàåìàÿ â êðóãå x2 + y2 6 1 ìîæåò
áûòü çàäàíà ïîñðåäñòâîì ôóíêöèîíàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ

F (u,x, y) = u2 + x2 + y2 − 1 = 0 (9.2)
Âîçíèêàåò âîïðîñ, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ
ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (9.1) ðàçðåøè-
ìî îòíîñèòåëüíî u â âèäå îäíîçíà÷íîé
ôóíêöèè u = f (x1, ...xm), è êàêèìè ñâîé-
ñòâàìè îíà îáëàäàåò, êîãäà îíà ÿâëÿåò-
ñÿ íåïðåðûâíîé è äèôôåðåíöèðóåìîé. Òàê,
ôóíêöèÿ (9.2) ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî u, íî êðîìå ïðèâåäåííîé ôóíê-
öèè u =

√
1− x2 − y2 , u = −

√
1− x2 − y2 òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9.2).
Óðàâíåíèå (9.2) îïðåäåëÿåò â R3 ñôåðó. Åñëè âçÿòü òî÷êó

M0 (u1,x1, y1), ëåæàùóþ íà ñôåðå, êîîðäèíàòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ x21 + y21 6 1, òî ÷àñòü ñôåðû, ëåæàùàÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè M1 îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü xoy è
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäèòñÿ ∂F

∂u
= 2u1 6= 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè

ýòîé òî÷êè óðàâíåíèå (9.2) ðàçðåøèìî è îïðåäåëÿåò ÿâíóþ ôóíêöèþ
u =

√
1− x2 − y2 èëè u = −

√
1− x2 − y2 .

Åñëè æå íà ñôåðå âçÿòü òî÷êó M1 (o,x, y), ãäå x2 + y2 = 1, òî
îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè íå ìîæåò îäíîçíà÷íî áûòü ñïðîåöèðîâàíà íà
ïëîñêîñòü xoy, òàê êàê ÷àñòü îêðåñòíîñòè íàõîäèòñÿ â âåðõíåé ïî-
ëóñôåðå, à äðóãàÿ ÷àñòü â íèæíåé. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (9.2)
íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìûì â ýòîé îêðåñòíîñòè. Ïðè ýòîì
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ F

′
u = 0 â òî÷êå M1.

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (u,x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 (u0,x0, y0) ∈ R3 è ÷àñòíàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ ∂F

∂u
íåïðåðûâíà â òî÷êå M0. Òîãäà, åñëè F (u0,x0, y0) = 0, ∂F

∂u
6= 0,
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òî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
òî÷êè N (x0y0) ∈ R2 òàêàÿ, ÷òî â ïðåäåëàõ ýòîé îêðåñòíîñòè ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ è äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
u = f (x, y), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: |u− u0| < ε,F (u,x, y) = 0.

Ðèñ. 9.2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óðàâ-
íåíèå F (u,x, y) = 0 â ïðîñòðàíñòâå
R3 îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü
S′. Ïðè ýòîì F (M0) = 0 ïî óñëîâèþ,
ò.å. òî÷êà M0 ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè
S′.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî F

′
u (M0) > 0.Òîãäà èç

íåïðåðûâíîñòè F
′
u (M0) è òåîðåìû

îá óñòîé÷èâîñòè çíàêà íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî íàéäåò-
ñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè Ì0, â êîòîðîé
F
′
u(M0) > 0. Âîçüìåì â êà÷åñòâå òà-

êîé îêðåñòíîñòè øàð äîñòàòî÷íî ìà-
ëîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå M0..

Âïèøåì â øàð ïðàâèëüíûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä âûñîòîé
2ε ñ ðåáðîì îñíîâàíèÿ ðàâíûì 2δ ñ öåíòðîì â òî÷êå M0, è ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé F (u,x0, y0) ïðè ôèêñèðîâàííûõ
x0, y0 íà ñåãìåíòå [u0 − ε,u0 + ε] . Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî F (u0,x0, y0) =
= 0,F ′

u (M0) > 0, ïîëó÷èì, ÷òî F (M2) > 0, F (M1) < 0, ãäå òî÷êè
M2 (u0 + ε,x0, y0) , M1 (u0 − ε,x0, y0) ëåæàò íà âåðõíåé è íèæíåé ãðà-
íÿõ ïàðàëëåëåïèïåäà ñîîòâåòñòâåííî, íî òîãäà íà ýòèõ ãðàíÿõ ôóíêöèè
F (u0 + ε,x0, y0) > 0, F (u0 − ε,x0, y0) < 0 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (u,x, y) è òåîðåìû î ñîõðàíåíèè çíàêà,
íî òîãäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

|x− x0| < δ, |y − y0| < δ ⇒ |u− u0| < ε . (9.3)
Òåïåðü âîçüìåì â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè òî÷êè M (x0y0) ïðîåêöèþ íèæ-
íåé ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà íà ïëîñêîñòü xOy. Òîãäà áóäóò âûïîëíåíû
óñëîâèÿ

|x− x0| < δ, |y − y0| < δ. (9.4)
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè x è y â ýòîì êâàäðàòå è ðàñ-
ñìîòðèì ñíîâà ôóíêöèþ îäíîãî àðãóìåíòà F (u,x, y) íà ñåãìåíòå
[u0 − ε,u0 + ε], íî íà âåðõíåé ãðàíè F (u0 + ε,xy) > 0, à íà íèæíåé
ãðàíè F (u0 − ε,xy) < 0, à F

′
u â øàðå ïîëîæèòåëüíà, ò.å. ôóíêöèÿ

F (u,x, y) â ïàðàëëåëåïèïåäå âîçðàñòàåò, íî òîãäà âíóòðè ñåãìåíòà
u0 − ε 6 u 6 u0 + ε íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, ãäå F (u,x, y) = 0,
à òàêîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ M0. Èç èçëîæåííîãî âûòåêàåò, ÷òî ÷àñòü
ïîâåðõíîñòè S

′ , âûðåçàííàÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðó-
åòñÿ íà ïëîñêîñòü xOy â âèäå êâàäðàòà, îïðåäåëÿåìîãî íåðàâåíñòâàìè
(9.4). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u = f(x, y),
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óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ |u− u0| < ε ïðè âûïîëíåíèè (9.4) è ÿâëÿ-
þùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ F (u,x, y) = 0 è êðîìå òîãî ýòà ôóíê-
öèÿ íåïðåðûâíà, ò.ê. èç (9.4) ñëåäóåò |u− u0| < ε. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü
äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f(x, y).Òàê êàê ïî óñëîâèþ F (u,x, y)-
äèôôåðåíöèðóåìà, òî âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà â òî÷êå
M0 áóäåò èìåòü âèä

dF = F ′udu + F ′xdx + F ′ydy = 0 (9.5)
Ïî óñëîâèþ òåîðåìû F ′u(u0,x0, y0) 6= 0, è ôóíêöèÿ F (u,x, y) äèôôåðåí-
öèðóåìà, òîãäà

du = −F ′x
F ′u

dx− F ′y
F ′u

dy (9.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ u = f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà, êðîìå òîãî, èç
(9.6) ñëåäóþò ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂u

∂x
= −F ′x

F ′u
, ∂u

∂y
= −F ′y

F ′u
(9.7)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü S èëè ïëîñêàÿ êðèâàÿ L, çàäàííûå
óðàâíåíèÿìè F (u,x, y) = 0 F (x, y) = 0 ìîãóò èìåòü îñîáûå òî÷êè,
ãäå òåîðåìà íåïðèìåíèìà. Ê îñîáûì òî÷êàì îòíîñÿòñÿ òî÷êè, ãäå âñå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ, à òàêæå òî÷êè, ãäå F ′u = 0, ÷òî óæå
áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ïðèìåðå ñî ñôåðîé, êîãäà íå ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü òî÷êè, êîòîðóþ ìîæíî áûëî áû îäíîçíà÷íî ñïðîåêòèðîâàòü
íà ïëîñêîñòü xOy, à ó ïëîñêîé êðèâîé íà îñü Ox èëè Oy.¤

Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïðèâåäåííîé òåîðåìû íà íåÿâ-
íûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìîé ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k ôóíêöèé

ui = fi(x1, . . . ,xm) i = 1, . . . , k (9.8)
èùóòñÿ êàê ðåøåíèå k ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

Fi(u1, . . . ,uk,x1, . . . ,xm) = 0 i = 1, . . . , k (9.9)
Ñîñòàâèì îïðåäåëèòåëü ßêîáè (ßêîáèîí) äëÿ ôóíêöèé Fi

∆ = D(F1, . . . ,Fk)

D(u1, . . . ,uk)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F1

∂u1
· · · ∂F1

∂uk... . . . ...
∂Fk

∂u1
· · · ∂Fk

∂uk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(9.10)

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü k ôóíêöèé (9.9) äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(u010 , . . . ,u

0
k0
,x01, . . . ,x0m0

) ∈ Rm×k, èìåþò
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì u1, . . . ,uk, íåïðåðûâíû â òî÷-
êè M0 è ßêîáèàí D(F1, . . . ,Fk)

D(u1, . . . ,uk)
6= 0. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ

εi > 0, i = 1, . . . , k íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè N0(x01, . . . ,x0m) ∈ Rm
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òàêàÿ, ÷òî â ïðåäåëàõ ýòîé îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóþò åäèíñòâåí-
íûå k ôóíêöèé (9.8), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, äèôôåðåí-
öèðóåìûìè è âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

∣∣ui − u0i
∣∣ < εi, i = 1, . . . , k.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî îñóùåñòâèòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè, èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ òåîðåìó.

Êàê ñëåäñòâèå ýòîé òåîðåìû ìîæíî ïðèâåñòè òåîðåìó î âçàèìíî
îäíîçíà÷íîì îòîáðàæåíèè äâóõ ìíîæåñòâ m−ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 ∈ Rm m ôóíêöèé
ui = fi(x1, . . . ,xm), i = 1, . . . ,m, êîòîðûå îñóùåñòâëÿþò îòîáðàæåíèå
óêàçàííîé îêðåñòíîñòè íà íåêîòîðîå ìíîæåñòâî m−ìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ïåðåìåííûõ ui, i = 1, . . . ,m. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Òåîðåìà 9.3. (î âçàèìíî îäíîçíà÷íîì îòîáðàæåíèè). Åñëè ôóíê-
öèè ui = fi(x1, . . . ,xm), i = 1, . . . ,m äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè M0 è âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â ñàìîé
òî÷êå M0, à ßêîáèàí D(F1, . . . ,Fk)

D(u1, . . . ,uk)
îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ôóíê-

öèè îñóùåñòâëÿþò âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x01, . . . ,x0m) íà íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü òî÷-
êè M0(u01, . . . ,u0m).

Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèè ui = fi(x1, . . . ,xm) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî xi, i = 1, . . . ,m, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû, à ñëåäîâàòåëüíî
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè N0 èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
xi = ϕi(u1, . . . ,um), i = 1, . . . ,m.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ ïðÿìîå îòîáðàæåíèå
ui = fi(x1, . . . ,xm) è îáðàòíîå xi = ϕi(u1, . . . ,um) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâ-
íûìè.

9.3. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì
Ìû óæå ïîçíàêîìèëèñü ñ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâè-

ÿìè íàëè÷èÿ ýêñòðåìóìîâ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ. Âìåñòå ñ òåì ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ çàäà÷à îá îòûñêà-
íèè ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ,
îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòü èçìåíåíèÿ àðãóìåíòîâ. Íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ
íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèè u = x2 + y2 ïðè óñëîâèè x + y − 1 = 0,
ò.å. ýêñòðåìóì çàäàííîé ôóíêöèè èùåòñÿ íå íà âñåé îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè, à ëèøü íà ïðÿìîé x + y = 1. Ýòè äîïîëíèòåëü-
íûå óñëîâèÿ ÷àñòî íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè ñâÿçè èëè îãðàíè÷åíèÿ-
ìè. Äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è âûðàçèì ïåðåìåííóþ èç
óðàâíåíèÿ ñâÿçè y = 1 − x è ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå â óðàâíåíèå
ôóíêöèè u = (1 − x)2 + x2. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîèñêà óñëîâíîãî
ýêñòðåìóìà ñâåäåíà ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà
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:du

dx
= 4(x − 1

2 ) = 0 ⇒ x = 1
2 , y = 1

2 . Â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè
(1
2 ;

1
2

)

ôóíêöèÿ èìååò óñëîâíûé ýêñòðåìóì � ìèíèìóì, õîòÿ ïðè îòñóòñòâèè
îãðàíè÷åíèé ìèíèìóì ôóíêöèè íàõîäèòñÿ â òî÷êå (0;0).

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà. Ïóñòü
çàäàíà ôóíêöèÿ m ïåðåìåííûõ

u = f(x1, . . . ,xm) (9.11)

ïðè íàëè÷èè óñëîâèé ñâÿçè (îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâ)

hi(x1, . . . ,xm) = 0 i = 1, . . . , k, k < m. (9.12)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè hi äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè íåêî-
òîðîé òî÷êè M0(x01, . . . ,x0m), à â ñàìîé òî÷êå ïî k ïåðåìåííûì ôóíêöèè
èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå è ðàíã ßêîáèîíà D(h1 . . .hk)

D(x1 . . .xm)
ðàâåí

k, òîãäà â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
ε1 > 0, . . . , εk > 0, íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè M0, ÷òî â íåé
îïðåäåëåíû k ôóíêöèé

x1 = ϕ1(xk+1, . . . ,xm),
...
xk = ϕk(xk+1, . . . ,xm),

(9.13)

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
∣∣xi − x0i

∣∣ < εi i = 1, . . . , k è ÿâëÿþùèõñÿ
åäèíñòâåííûìè è äèôôåðåíöèðóåìûìè (â äàííîì ñëó÷àå áåç ïîòåðè
îáùíîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â (9.13) âçÿòû ïåðâûå x1, . . . ,xk, ò.ê.
èõ âñåãäà ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü). Ïîäñòàâèâ (9.13) â (9.11) ïîëó÷èì
ôóíêöèþ m− k ïåðåìåííûõ

u = f(ϕ1(xk+1, . . . ,xm), . . . ,ϕk(xk+1, . . . ,xm),xk+1, . . . ,xm) =
= ϕ(xk+1, . . . ,xm) (9.14)

Çàäà÷à ïîèñêà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ñâåäåíà ê çàäà÷å ïîèñêà áåçóñëîâ-
íîãî ýêñòðåìóìà äëÿ ôóíêöèè (9.14), è íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýêñòðå-
ìóìà ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ â ýòîé òî÷êå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà

du = ∂f

∂xk+1
dxk+1 + . . .+ ∂f

∂xm
dxm = 0. (9.15)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà óñëîâèÿ
(9.15), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (9.13), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

du = ∂f

∂x1
dx1 + . . .+ ∂f

∂xm
dxm = 0 . (9.16)

Çäåñü dx1, . . . , dxk ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé (9.13),
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé (9.12). Ïîýòîìó ïðè ïîäñòàíîâ-
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êå èõ â (9.12), ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâà. Åñëè èõ ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü,
òî áóäåì èìåòü

∂h1

∂x1
dx1 + . . .+ ∂h1

∂xm
dxm = 0,

...
∂hk

∂x1
dx1 + . . .+ ∂hk

∂xm
dxm = 0.

(9.17)

Òàê êàê ÿêîáèàí èìååò ðàíã k, òî ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçðåøèòü
îòíîñèòåëüíî dx1 . . . dxk. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå â (9.16) è â (9.17) âû÷èñëåíû â òî÷êå M0, ò.å. â òî÷êå
ýêñòðåìóìà, òî

dx1 = α11dxk+1 + . . .+ α1dxm,
...
dxk = αkdxk+1 + . . .+ αkm−kdxn,

ãäå αij - êîíñòàíòû i = 1, . . . , k j = k + 1, . . .m.
Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â (9.16) è ñãðóïïèðîâàâ, ïîëó÷èì

du = A1dxk+1 + . . .Am−kdxm = 0 (9.18)

Ïðèñîåäèíèâ ê (9.18) óñëîâèÿ ñâÿçè (9.12), ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå óñëî-
âèÿ ýêñòðåìóìà

Ai = 0 i = 1, . . . ,m− k, hji(x1, . . . ,xm) = 0 , j = 1, . . . , k, (9.19)

ãäå Ai íåêîòîðûå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ f è hiâ
òî÷êå M0.

9.3.1. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû. 1. Êàê îïðåäåëèòü íàèáîëüøåå è
íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â çàìêíóòîé îáëàñòè?

2. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó äëÿ íåÿâíîé ôóíêöèè.
3. Êàê îïðåäåëèòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè, çàäàííîé â íåÿâ-

íîì âèäå?
4. ×åì îòëè÷àåòñÿ óñëîâíûé ýêñòðåìóì îò áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìó-

ìà?
5. Êàê è êîãäà ïîèñê óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ìîæíî çàìåíèòü ïîèñ-

êîì áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà?

9.4. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷
1. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

z = x2 + y2 − xy + x + y

â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè: Q : x = 0, y = 0, x + y = −3.
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Ðåøåíèå: Çàäàííàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì.
Èùåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé





∂z

∂x
= 2x− y + 1 = 0,

∂z

∂y
= 2y − x + 1 = 0,

x = −1, y = −1. Ïîëó÷èëè òî÷êó M1(−1, −1), êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò
çàäàííîé îáëàñòè, z(M1) = −1. Èññëåäóåì ôóíêöèþ íà ãðàíèöå, ñî-
ñòîÿùåé èç òðåõ ïðÿìûõ. 1. x = 0, y ∈ [−3; 0]. Íà ýòîé ïðÿìîé
z = y2 + y. Ïîëó÷èëè çàäà÷ó ïîèñêà íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî
çíà÷åíèé äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, çàäàííîé íà ñåãìåíòå. Ðå-
øàåì óðàíåíèå dz

dy
= 2y + 1 = 0. Ïîëó÷àåì òî÷êó M2(0; −1/2), êî-

òîðàÿ ëåæèò íà ãðàíèöå. Êðîìå òîãî èìååì òî÷êè íà ãðàíèöå ñåã-
ìåíòà M3(0; −3), M4(0; 0). Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ òî÷-
êàõ z(M1) = −1/4, z(M3) = 6, z(M4) = 0. 2. y = 0, x ∈ [−3; 0]. Íà
ýòîé ïðÿìîé z = x2 + x Ðåøàåì óðàíåíèå dz

dx
= 2x + 1 = 0. Ïîëó÷àåì

òî÷êó M5(−1/2; 0), êîòîðàÿ ëåæèò íà ãðàíèöå. Êðîìå òîãî èìååì
òî÷êó íà ãðàíèöå ñåãìåíòà M6(−3; 0). Òî÷êà (0; 0) óæå èññëåäî-
âàíà. z(M5) = −1/4, z(M6) = 6. 3. Èññëåäóåì ôóíêöèþ íà ïðÿìîé
x + y = −3. Îïðåäåëèâ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ

y = −x− 3, ïîëó÷èì z = 3x2 + 9x + 6. Ðåøàåì óðàâíåíèå
dz

dx
= 6x + 9 = 0, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òî÷êó M7(−3/2; −3/2),

z(M7) = −3/4 Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, ïîëó÷àåì
sup

M∈Q
z (M) = z (M3) = z (M6) = 6, inf

M∈Q
z (M) = z (M1) = −1.

2. Íàéòè ïðèçâîäíóþ dy

dx
îò ôóíóöèè, çàäàííîé â íåÿâíîé ôîðìå

x3y − y3x = 16

Ðåøåíèå: Åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà â âèäå F (x, y) = 0, òî ïðîèçâîäíàÿ dy

dx
îïðåäåëÿåòñÿ ïî âîðìóëå (9.5)

dy

dx
= −F

′
x

F
′
y

Â äàííîì ñëó÷àå F (x, y) = x3y − y3x− 16 Òîãäà ïîëó÷èì
dy

dx
= −3x2y − y3

x3 − 3y2x
= y3 − 3x2y

x3 − 3y2x

3. Íàéòè óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè z = x2 − y2 ïðè íàëè÷èè îãðà-
íè÷åíèé y − 2x = −6

Ðåøåíèå: Ðåøàåì çàäà÷ó ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî ïî-
ëó÷èòü çàäà÷ó ïîèñêà áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà. Èç çàäàííîãî óñëîâèÿ
èìååì y = 2x− 6. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôóíóêöèþ îäíîé ïðåìåííîé
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z = −3x2 + 24x − 36. Ðåøàåì óðàâíåíèå z
′
= 0, −6x + 24 = 0, îòêóäà

ïîëó÷àåì x = 4, y = 2. Â òî÷êå M(4; 2) èìååì z
′′

= −6. Ñëåäîâàòåëüíî
ýòî òî÷êà óñëîâíîãî ìàêñèìóìà.

9.5. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Îïðåäåëèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â çàìêíó-

òîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè .
1. z = x2 + 2xy − y2 − 2x + 2y, Q : y = x + 2, y = 0, x = 2.
2. z = x2 + 2xy − 4x + 8y,Q : y = 0, y = 2, x = 0, x = 1.
3. z = x3 + y3 − 3xy, Q : y = −1, y = 2,x = 0,x = 2.
4. z = 2x3 + 4x2 + y2 − 2xy, Q : y = x2, y = 4.
Îïðåäåëèòü óñëîâíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèé.
5. z = xy2, x + y = 4. 6. z = x2 + y, x + y = 4.
7. z = x2 + y2 + x− y, x + y = 4. 8. z = xy, x2 + y = 12.
9.5.1. Îòâåòû. 1. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå z(1, 0) = −1; íàè-

áîëüøåå çíà÷åíèå z(2, 3) = 9. 2. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå z = (1, 0) = −3;
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå z = (1, 2) = 17. 3. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå z = (0;−
−1) = z(1; 1) = −1; íàèáîëüøåå çíà÷åíèå z(2;−1) = 13. 4. íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå z = (0; 0) = 0; íàèáîëüøåå çíà÷åíèå z(−2; 4) = z(2; 4) = 32.
5. zmin(4; 0) = 0, zmax(4/3; 8/3) = 256/27. 6. zmin(1/2; 7/2) = 29/4 7.
zmin(3/2; 5/2) = 15/2 8. zmin(−2; 8) = −16,

zmax(2; 8) = 16.



Ëåêöè ÿ 10
ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ

ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß

10.1. Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
Ïðè ðàññìîòðåíèè ìåòîäà ïîèñêà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ó íàñ m− k

ïåðåìåííûõ áûëè íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, à k ïåðåìåííûõ (ñì.
(9.13)) íå ÿâëÿëèñü íåçàâèñèìûìè. Ýòî èíîãäà ïðèâîäèò ê óñëîæíå-
íèþ âûêëàäîê. Ëàãðàíæåì áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîèñêà óñëîâíîãî
ýêñòðåìóìà ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà (9.12), ãäå x1, ..., xm � âñå
íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå.

Ôóíêöèþ

L = f(x1, . . . ,xm) +
k∑

i=1
λihi(x1, . . . ,xm) (10.1)

íàçûâàþò ôóíêöèåé Ëàãðàíæà èëè Ëàãðàíãæèàíîì, ãäå λi, i = 1, . . . , k
� ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 10.1. (ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà) Ïóñòü ôóíêöèè
f ,hi, i = 1, . . . , k íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè
M0(x01, . . . ,x0m).ÅñëèM0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà (óñëîâíîãî),
òî íàéäóòñÿ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ1, . . . ,λk, íå ðàâíûå îäíîâðå-
ìåííî íóëþ è òàêèå, ÷òî â òî÷êå M0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∂L

∂xi
= 0, ∂L

∂λj
= 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k. (10.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óìíîæèì êàæäîå ðàâåíñòâî (9.17) íà
ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè λi, i = 1, . . . , k ñîîòâåòñòâåííî, à ïîëó÷åííûå
ðàâåíñòâà ñëîæèì ïî÷ëåííî ñ ðàâåíñòâîì (9.16). Òîãäà ïîëó÷èì

∂L

∂x1
dx1 + . . .+ ∂L

∂xm
dxm = 0, (10.3)

åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ, êîòîðûå ìû îãîâîðèëè îòíîñèòåëüíî óðàâíå-
íèé ñâÿçè (9.18).

Âûáåðåì ìíîæèòåëè λi i = 1, . . . , k òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåí-
ñòâà

∂L

∂x1
= 0, . . . , ∂L

∂xk
= 0. (10.4)
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Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, ò.ê. ðàâåíñòâà (10.4) ïðèâîäÿò ê ëèíåéíîé
ñèñòåìå óðàâíåíèé

∂f

∂xi
+

k∑

j=1
λj

∂hj

∂xi
= 0, i = 1, . . . , k , j = 1, . . . , k,

îïðåäåëèòåëü êîòîðîé D(h1, . . . ,hk)

D(x1, . . . ,xk)
6= 0. Òîãäà ðàâåíñòâî (10.3) ïðèìåò

âèä
∂L

∂xk+1
dxk+1 + . . .+ ∂L

∂xm
dxm = 0, (10.5)

à òàê êàê xk+1, . . . ,xm ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òî èç (10.5) èìååì
∂L

∂xk+1
= 0, . . . , ∂L

∂xm
= 0

Äîïîëíèâ èõ óðàâíåíèÿìè (10.4) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðå-
ìû, ò.å. m + k óðàâíåíèé (10.1) äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ
x1, . . . ,xm,λ1, . . . ,λk.¤

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ïðîâåðÿþòñÿ ïóòåì
îïðåäåëåíèÿ çíàêà âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà d2L, íî ïðè ýòîì ñëåäóåò
ó÷åñòü, ÷òî k äèôôåðåíöèàëîâ dx1 . . . dxk íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè,
à îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (9.17).

Ïðèìåð 10.1. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ýêñòðåìóì ôóíêöèè u = x2 +
+ y2 + z2 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, x + y + z = 4, x− 2y − z = 1.

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L = x2 + y2 + z2 + λ1(x + y + z − 4) + λ2(x− 2y − z − 1)

è âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
1.∂L

∂x
= 2x + λ1 + λ2 = 0, 2.∂L

∂y
= 2x + λ1 − 2λ2 = 0,

3.∂L

∂z
= 2z + λ1 − λ2 = 0, 4. ∂L

∂λ1
= x + y + z − 4 = 0,

5. ∂L

∂λ2
= x− 2y − z − 1 = 0.

Èç ïåðâûõ òðåõ óðàâíåíèé íàõîäèì
x = −λ1 + λ2

2 , y = 2λ2 − λ1

2 , z = λ2 − λ1

2 . Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ
â ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì 2λ2 − 3λ1 = 8, −6λ2 + 2λ1 = 2.
Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàõîäèì λ1 = −26

7 ,λ2 = −11
7 , òîãäà

ïîëó÷àåì êîîðäèíàòû òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà M0 x = 37
14 , y =

= 2
7 , z = 15

14 .Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ λ1 è λ2 â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è âû÷èñëèì
äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà d2L = 2(d2x + d2y + d2z). Ëåãêî âèäåòü,
÷òî d2L > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå M0(

37
14 ;

2
7 ;

15
14 ) èìååì óñëîâíûé
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ìèíèìóì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé ôóíêöèÿ u èìååò
ìèíèìóì â òî÷êå (0; 0; 0).

10.2. Ïðèëîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ â
ãåîìåòðèè

Ïîâåðõíîñòè è êðèâûå â ïðîñòðàíñòâå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû è äèôôåðåíöèðóåìû ïî ñâîèì
àðãóìåíòàì. Ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 ìîæåò áûòü çàäàíà îäíèì
èç óðàâíåíèé z = f(x, y) èëè F (x, y, z) = 0.

Ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì çàäàíèÿ êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîèò â
òîì, ÷òî äâå ëþáûå òåêóùèå êîîðäèíàòû çàäàþòñÿ â âèäå ôóíêöèé îò
òðåòüåé

y = ϕ1(x), z = ϕ2(x)

Áîëåå îáùèé ñïîñîá çàäàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû åå ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé

F (x, y, z) = 0, K(x, y, z) = 0

Åñëè ìàòðèöà
∣∣∣∣

F ′x F ′y F ′z
K ′

x K ′
y K ′

z

∣∣∣∣ èìååò ðàíã ðàâíûé äâóì, òî ýòè óðàâ-
íåíèÿ ìîæíî ðàçðåøèòü è çàäàòü êðèâóþ â ÿâíîé ôîðìå. Ïðè ýòîì
ôóíêöèè, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 9.2, áóäóò íåïðåðûâíûìè âìåñòå
ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè.

Îäíèì èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòåé
è êðèâûõ â ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèé ñïîñîá. Àíàëîãè÷-
íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü íà ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû ïåðåìåííîé òî÷êè
ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé ìîæíî çàäàòü â âèäå ôóíêöèé îò íåêîòîðîé
âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé

x = f(t), y = ϕ(t), z = ψ(t)

Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ïðîèçâîäíûõ x′, y′, z′, â ýòîì ñëó÷àå îòëè÷íà
îò íóëÿ â âûáðàííîé òî÷êå, òî ëåãêî ìîæíî ïåðåéòè ê äðóãîé ôîðìå
çàäàíèÿ êðèâîé, êàê ýòî äåëàëîñü íà ïëîñêîñòè. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâ-
ëÿþò îñîáûå òî÷êè, ãäå âñå ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ. Íî ïðè ýòîì
íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî ê îñîáûì òî÷êàì íå îòíîñÿòñÿ òå èç íèõ,
êîãäà ïàðàìåòð ïðèíèìàåò êðàéíèå çíà÷åíèÿ è äâå òî÷êè (êðàéíèå)
ñîâïàäàþò.

Äëÿ çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå â ïðîñòðàíñòâå
R3 òðåáóþòñÿ äâà ïàðàìåòðà

x = f(u, v), y = ϕ(u, v), z = ψ(u, v), (10.6)
ãäå u, v - èçìåíÿþòñÿ â çàìêíóòîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì, åñëè ðàíã ìàò-
ðèöû D =

[
f ′u ϕ′u z′u
f ′v ϕ′v z′v

]
ðàâåí äâóì, òî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü óðàâ-

íåíèÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå è ïåðåéòè ê îáû÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ
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ïîâåðõíîñòè ÿâíûì óðàâíåíèåì. Ïóñòü
∣∣∣∣

f ′u ϕ′u
f ′v ϕ′v

∣∣∣∣ 6= 0, òîãäà ìîæíî
çàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé f(u, v)− x = 0, ϕ(u, v)− y = 0 ñ ÷åòûðüìÿ
ïåðåìåííûìè, à òàê êàê îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ, òî â ñîîòâåòñòâèè
ñ òåîðåìîé, ñèñòåìó ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî u, v

u = g(x, y), v = h(x, y),

ãäå ôóíêöèè g è h îäíîçíà÷íûå è íåïðåðûâíûå ñî ñâîèìè ïðîèçâîä-
íûìè. Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå ôóíêöèè â óðàâíåíèÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé
ôîðìå äëÿ ïåðåìåííîé z, ïîëó÷èì

z = Ψ(g(x),h(x, y)) = Φ(x, y), (10.7)

ãäå Φ(x, y) íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè.
Êàñàòåëüíàÿ è êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü. Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåí-

íîé êðèâîé îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîé îñòàåòñÿ òîæå, ÷òî è äëÿ ïëîñêîé
êðèâîé.

Ïóñòü êðèâàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìåx = f(t), y = ϕ(t), z =
= ψ(t).

Âîçüìåì òî÷êó M(x0, y0, z0) è äàäèì ïàðàìåòðó t ïðèðàùåíèå
∆t, òîãäà çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t + ∆t áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êà
M(x0 + ∆x, y0 + ∆y, z0 + ∆z). Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ýòè
äâå òî÷êè, áóäåò èìåòü âèä

x− x0
∆x

= y − y0
∆y

= z − z0
∆z

. (10.8)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ óðàâíåíèé. Åñëè ðàçäåëèì âñå çíàìåíàòåëè
íà ∆t, òî ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆t→ 0, ïîëó÷èì ïðåäåëüíîå ïîëîæå-
íèå ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè M è M1, êîòîðàÿ è áóäåò êàñàòåëüíîé,
à óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä

x− x0

x′t
= y − y0

y′t
= z − z0

z′t
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîâåðõíîñòü, çàäàííóþ óðàâíåíèÿìè (10.6), êîòî-
ðûå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó (10.7).

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ïîâåðõíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0
ïîâåðõíîñòè (10.7) íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ â ýòîé
òî÷êå, åñëè óãîë ìåæäó ýòîé ïëîñêîñòüþ è ñåêóùåé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó M0 è ëþáóþ òî÷êó M1 ïîâåðõíîñòè (10.7) ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ, êîãäà òî÷êà M1 ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå M0.

Ñóùåñòâîâàíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè (10.7) ñëåäóåò
èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè Ô(x, y) â òî÷êå M0(x0, y0, z0). Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè ýòà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, òî ïðèðàùåíèå

∆z = z − z0 = A(x− x0) + B(y − y0) + î(ρ), (10.9)
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ãäå ρ =
√

∆x2 + ∆y2 , î(ρ)- áåñêîíå÷íî ìàëàÿ îò ρ. Èç àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
M0 èìååò âèä

z − z0 = A(x− x0) + B(y − y0) (10.10)

ãäå A,B,−1 - êîîðäèíàòû âåêòîðà íîðìàëè n. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,
÷òî óðàâíåíèå ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè M0 è M èìååò âèä (10.8),
âû÷èñëèì êîñèíóñ óãëà ϕ ìåæäó âåêòîðîì −−−→M0M(∆x,∆y,∆z) è âåêòî-
ðîì n(A,B,−1).

cos ϕ = A∆x + B∆y −∆z√
A2 + B2

√
∆x2 + ∆y2 + ∆z2

Èç óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè (10.9) ñëåäóåò, ÷òî cos ϕ =
= î(ρ)

ρ
√

A2 + B2
è lim

ρ→0
cos ϕ = 0, à çíà÷èò ϕ = π

2 , ò.å. â ïðåäåëå, êîãäà
ñåêóùàÿ ñòàíîâèòñÿ êàñàòåëüíîé, óãîë ìåæäó íåé è âåêòîðîì íîðìàëè
ðàâåí π

2 , à ò.ê. òî÷êè M0 è M ïðîèçâîëüíûå, òî ýòîò ôàêò ñïðàâåäëèâ
äëÿ ëþáîé ñåêóùåé, à çíà÷èò â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì óðàâíåíèå
(10.10) åñòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Èç óñëîâèÿ (10.9)
èìååì A = ∂z

∂x
, B = ∂z

∂y
, ò.å. óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå

M0(x0, y0, z0) èìååò âèä

z − z0 = Φ′x(x− x0) + Φ′y(y − y0). (10.11)

Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà â íåÿâíîé ôîðìå F (x, y, z) = 0, òî èñïîëüçóÿ
òåîðåìó î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ, ò.å. ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî F ′z 6= 0, èç (10.11)
ïîëó÷èì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè

F ′x(x− x0) + F ′y(y − y0) + F ′z(z − z0) = 0. (10.12)

Òåïåðü ëåãêî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé

F (x, y, z) = 0, K(x, y, z) = 0. (10.13)

Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé (10.13) åñòü íå ÷òî
èíîå, êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ê ïîâåðõíîñòÿì
(10.13)

F ′x(x− x0) + F ′y(y − y0) + F ′z(z − z0) = 0,
K ′

x(x− x0) + K ′
y(y − y0) + K ′

z(z − z0) = 0.

Âíîâü ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé â ïàðàìåòðè÷åñêîé
ôîðìå (10.6). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà D èìååò
ðàíã, ðàâíûé 2. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå M0(x0, y0, z0)
çàïèøåì â âèäå

A(x− x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0, (10.14)

ãäå A,B,C � ïîêà íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû.
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Åñëè çàôèêñèðîâàòü ïåðåìåííóþ υ = υ0, òî óðàâíåíèå (10.6) çàäàþò
êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó M0 è óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò
âèä x− x0

x′u
= y − y0

y′u
= z − z0

z′u
. Àíàëîãè÷íî ôèêñèðóÿ u = u0, èç (10.6)

ïîëó÷èì óðàâíåíèå êðèâîé ïðè ôèêñèðîâàííîì u, óðàâíåíèå êàñàòåëü-
íîé êîòîðûé èìååò âèä

x− x0

x′v
= y − y0

y′v
= z − z0

z′v
.

Íî îáå êàñàòåëüíûå äîëæíû ëåæàòü â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè (10.14),
à çíà÷èò äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

Ax′u + By′u + Cz′u = 0,
Ax′v + By′v + Cz′v = 0, (10.15)

êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç (10.14) è óðàâíåíèé êàñàòåëüíûõ ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ u0 è v0. Ðåøàÿ óðàâíåíèå (10.15) ïîëó÷èì

A =
C

∣∣∣∣
y′u z′u
y′v z′v

∣∣∣∣
∣∣∣∣

x′u y′u
x′v y′v

∣∣∣∣
, B =

C

∣∣∣∣
z′u x′u
z′v x′v

∣∣∣∣
∣∣∣∣

x′u y′u
x′v y′v

∣∣∣∣
,

ãäå C - ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, åñëè âçÿòü
C =

∣∣∣∣
x′u y′u
x′v y′v

∣∣∣∣ , òî A =
∣∣∣∣

y′u z′u
y′v z′v

∣∣∣∣ , B =
∣∣∣∣

z′u x′u
z′v x′v

∣∣∣∣.
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (10.15) óäîáíåå âñåãî íàïèñàòü ñ ïîìîùüþ

îïðåäåëèòåëÿ ∣∣∣∣∣
x− x0 y − y0 z − z0

x′u y′u z′u
x′v y′v z′v

∣∣∣∣∣ = 0

Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû íîðìàëè ïðè ýòîì áóäóò

cos(nx) = A

±
√

A2 + B2 + C2
, cos(ny) = B

±
√

A2 + B2 + C2
,

cos(nz) = C

±
√

A2 + B2 + C2
.

Ïðèìåðû 10.2. 1. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê
ýëëèïñîèäó

x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (10.12). Â äàííîì ñëó÷àå F (x, y, z) = x2

a2
+

+ y2

b2
+ z2

c2
− 1.Òîãäà F ′x = 2x

a2
, F ′y = 2y

b2
, F = 2z

c2
.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (10.12), è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå êàñàíèÿ M0(x0, y0, z0), ïîëó÷èì

x0

a2
(x− x0) + y0

b2
(y − y0) + z0

c2
(z − z0) = 0.

Ðàñêðîåì ñêîáêè è ó÷òåì óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà
x0x

a2
+ y0y

b2
+ z0z

c2
− x2

0

a2
− y20

b2
− z20

c2
= 0.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå
M0(x0, y0, z0) x0x

a2
+ y0y

b2
+ z0z

c2
= 1.

2. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé
x2 + y2 + z2 = R,2 x2 + y2 = Rx â òî÷êå M0(x0, y0, z0).
Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïðèìåðîì ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ êàñà-

òåëüíûõ ïëîñêîñòåé â òî÷êå M0, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ è äàñò êàñàòåëü-
íóþ

x0x + y0y + z0z = R2, (2x0 − r)x + 2y0y = Rx0

Ýòè óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîé â îñîáîé òî÷êå (R; 0; 0). Â ýòîé
òî÷êå îáà óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò îäíó è òó æå ïëîñêîñòü x = R.

10.2.1. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû. 1. Ñôîðìóëèðóéòå ïðàâèëî ìíî-
æèòåëåé Ëàãðàíæà.

2. Â ÷åì îòëè÷èå â äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà îò
áåçóñëîâíîãî?

3. Êàê çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé è êðèâûõ â ïðîñòðàíñòâå?
4. Êàê ïîëó÷èò óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëüíîé

ïëîñêîñòè ê ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé?
5. Êàê ïîëó÷èò óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëüíîé

ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè?

10.3. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷
1. Íàéòè óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè z = xy, ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèéx2 +

+ y2 = 8 èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
Ðåøåíèå: Ñîñòàâëÿåì ëàãðàíæèàí

L = xy + λ
(
x2 + y2 − 8

)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 10.1, êîòîðàÿ äàåò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà

L
′
x = y + 2λx = 0, L

′
y = x + 2λy = 0, x2 + y2 − 8 = 0.

Îïðåäåëèì y èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ y = −2λx è ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå
âî âòîðîå óðàâíåíèå x

(
1− 4λ2

)
= 0, îòêóäà èìååì x = 0 èëè λ = ±1

2 .
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Ðåøåíèå x = 0 íå ïîäõîäèò ,òàê êàê â ýòî ñëó÷àå y = 0, à òî÷êà (0; 0)
íå óäîâëåòâîðÿåò çàäàííûì îãðàíè÷åíèÿì.

Âîçüìåì λ = 1
2 =⇒ y = −x. Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå â óðàâíå-

íèå îãðàíè÷åíèé 2x2 = 8 =⇒ x = ±2, y = ∓2. Ïîëó÷èëè äâå òî÷êè
M1(2; −2), è M2(−2; 2). Âîçüìåì λ = −1

2 =⇒ y = x =⇒ 2x2 = 8 =⇒
⇒ x = ±2, y = ±2. Ïîëó÷èëè åùå äâå òî÷êè M3(2; 2), M4(−2; −2).
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà ýêñòðåìóìîâ íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì.

Âû÷èñëÿåì âòîðûå ïðîèçâîäíûå è ñìåùàííûå äëÿ ëîãðàíæèàíà

L
′′
xx = 2λ, L

′′
yy = 2λ, L

′′
xy = 1.

Âûïèñûâàåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë äëÿ ëàãðàíæèàíà

d2L = 2λ
(
dx2 + dy2

)
+ 2dxdy.

Âñïîìèíàåì, ÷òî dx è dy çàâèñèìûå âåëè÷èíû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ
èç óðâíåíèé (9.17). Íàõîäèì äèôôåðåíöèàë îò îãðàíè÷åíèé

d
(
x2 + y2 − 8

)
= 2xdx + 2ydy = 0,

Îòêóäà ïîëó÷àåì dy = −xdx/y Ïîäñòàâëÿåì â ôîðìóëó âòîðîãî äèô-
ôåðåíöèàëà äëÿ ëàãðàíæèàíà

d2L = 2λ
(

dx2 + x2

y2
dx2

)
− 2x

y
dx2 =

[
2λ

(
1+ x2

y2

)
− 2x

y

]
dx2.

Òðåáûåòñÿ îïðåäåëèòü çíàê ûðàæåíèÿ, êîòîðîå ñòîèò â êâàäðàòíûõ
ñêîáêàõ â òî÷êàõ, ïðåòåíäóþùèõ íà ýêñòðåìóì.

Âîçüìåì λ = 1
2 , è òî÷êè M1(2; −2), M2(−2; 2). Â ýòèõ òî÷êàõ

d2L = 6. Ñëåäîâàòåëüíî â ýòèõ òî÷êàõ ìèíèìóì. Âîçüìåì λ = −1
2 , è

òî÷êè M3(2; 2), M4(−2; −2). Â ýòèõ òî÷êàõ èìååì d2L = −6. Ñëåäî-
âàòåëüíî, â ýòèõ òî÷êàõ ìàêñèìóì. Â ðåçóëüòàòå èìååì zmin = z(M1) =
= z(M2) = −4,

zmax = z(M3) = z(M4) = 4.
2. Ñîñòàâèòü óðàíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè äëÿ äàí-
íîé ëèíèè x2 + y + z = 2, x2 + y2 = 5 â òî÷êå M(1; -2; 3).

Ðåøåíèå: Óðàíåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé çàäàíî óðàíåíèÿìè
äâóõ ïîâåðõíîñòåé â âèäå (10.13). F (x, y, z) = x2 + y + z − 2,

K(x, y, z) = x2 + y2 − 5. Êàñàòåëüíîé ê ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé
â äàííîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ êîñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé
â óêàçàííîé òî÷êå. Óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé çàäàíû â íåÿâíîì âèäå.
Ïîýòîìó óðàíåèÿ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé áåðåì â âèäå

F ′x(x− x0) + F ′y(y − y0) + F ′z(z − z0) = 0,
K ′

x(x− x0) + K ′
y(y − y0) + K ′

z(z − z0) = 0.
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Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â çàäàííîé òî÷êå:

F
′
x = 2x, F

′
y = 1, F

′
z = 1, K

′
x = 2x, K

′
y = 2y, K

′
z = 0, F

′
x(M) = 2,

K
′
x(M) = 2,K ′

y (M) = −4.

Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â óðàíåíèÿ, ïîëó÷èì
{
2x + y + z − 3 = 0,
2x− 4y − 10 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, êîòîðàÿ çàäàíà ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ïëîñêî-
ñòåé. Ïåðåéäåì ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå çàïèñè. Âåòîðû n 1(2; 1 1),

n2(2; −4, 0) ÿâëÿþòñÿ íîðìàëÿìè ê ïëîñêîñòÿì. Òîãäà, èõ âåêòîð-
íîå ïðîèçâåäåíèå äàñò íàïðàâëÿþùèé âåêòîð äëÿ èñêîìîé êàñàòåëüíîé

a = n 1 × n2 =

∣∣∣∣∣
i j k
2 1 1
2 −4 0

∣∣∣∣∣ = 4i + 2j − 10k

Óðàâåíèå êàñàòåëüíîé áóäåò èìåòü âèä
x− 1
2 = y + 2

1 = z − 3
−5

Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êàñàòåëüíîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì íîðìàëè
äëÿ íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

2 (x− 1) + y + 2− 5 (z − 3) = 0.
Ðàñêðûâ ñêîáêè, ïîëó÷èì

2x + y − 5z + 15 = 0.
3. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïîëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè

z = 2x2 + 3y2 â òî÷êå M(1; −1; 5) è óðàâíåíèå íîðìàëè.
Ðåøåíèå: Óðàíåíèå ïîâåðõíîñòè çàäàíî â ÿâíîì âèäå. Ïîýòîìó

ïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì

z − z0 = f
′
x(M)(x− x0) + f

′
y(M)(y − y0).

Âû÷èñëÿåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå M è ïîäñòîâëÿåì èõ â óðàâ-
íåíèå

z − 5 = 4(x− 1)− 6(y + 1).
Ðàñêðûâ ñêîáêè, ïîëó÷èì óðàíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè

4x− 6y − z − 5 = 0.
Âåêòîð íîðìàëè (4; -6 -1) êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþ-
ùèì âåêòîðîì äëÿ íîðìàëè. Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå íîðìàëè â òî÷êå
M

x− 1
4 = y + 1

−6 = z − 5
−1

5 Öûêóíîâ À. Ì.
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4. Ñîñòàâèòü óðàíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé x = t2, y = t2 + t, z =
= t3, t > 0, è óðàíåíèå íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå M(4; 6; 8)

Ðåøåíèå: Âû÷èñëÿåì, ÷åìó ðàâíÿåòñÿ âåëè÷èíà t â òî÷êå M
4= t2, 6 = t2 + t, 8 = 8 =⇒ t = 2. Ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

x− x0

x′t
= y − y0

y′t
= z − z0

z′t
.

Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíûå â òî÷êå M x
′
t = 2t, y

′
t = 2t + 1, z

′
t = 3t2

x
′
t(M) = 4, y

′
t(M) = 5, z

′
t(M) = 12.

Òîãäà ïîëó÷àåì óðâíåíèå êàñàòåëüíîé x− 4
4 = y − 6

5 = z − 8
12 . Íàïðàâëÿ-

þùèé âåêòîð êàñàòåëüíîé ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ ê íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè.

4(x− 4) + 5(y − 6) + 12(z − 8) = 0.

Ðàñêðûâ ñêîáêè, ïîëó÷èì óðàíåíèå íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè

4x + 5y + 12z − 142 = 0.

10.4. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Íàéòè óñëîâíûå ýêñòðåìóìû ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëàãðàíæà è àïðå-
äåëèòü èõ òèï.

1. z = (x + 2)2 + (y − 2)2 , x2 + y2 = 2.
2. z =

√
(x + 2)2 + (y − 2)2 , x2 + y2 = 2.

3. z = xy − x− y + 1, (x− 1)2 + (y − 1)2 = 8
4. z = xy − x + y − 1, (x + 1)2 + (y − 1)2 = 18.
5. z = x+2y, x2 + y2 =5 6. z = 1

x
+ 1

y
, 1

x2 + 1
y2

= 1
8

Ñîñòàâèòü óðàíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè â äííîé
òî÷êå.
7. z3 + x3y + y3x + x2y2 − 3 = 0, M(1; 1; 1).
8. z2x + x2y + y2x− 5 = 0, M(−1; −1; −1).
9. zx2 + 2xy + y2z2 + 7 = 0, M(2; −1; 1).
Ñîñòàâèòü óðàíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè â äííîé
Òî÷êå
10. x = 8

√
3

3 cos3t, y = 1
8sin3t, z = 6

π
t, M(3; 1; 1). 11. x = 2cost

y = 3sint, z = sint + cost, M(2; 0; 1). 12. x = t2, y = 1− t, z = t2

M(1; 0; 1). 13. x2 + y2 + z2 = 3, x2 + y2 = 2, M(1; 1; 1).

14. 2x2 + 3y2 + z2 = 47, x2 + 2y2 = z, M(−2; 1; 6).
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10.4.1. Îòâåòû. 1. zmin(−1; 1) = 2, zmax(1; −1) = 18.
2. zmin(−1; 1) =

√
2 , zmax(1; −1) = 3

√
2

3. zmin = z(3; 3) = z(−1; −1) = 4, zmax = z(3; −1) =

= z(−1; 3) = −4. 4. zmin = z(−4; 4) = z(2; −2) = −9,
zmax = z(2; 4) = z(−4; −2) = 9. 5. zmin(−1; −2) = −5,

zmax(1; 2) = 5. 6. zmin(−4; −4) = −1/2,
zmax(4; 4) = 1/2. 7. 2x + 2y + z − 5 = 0, x− 1

2 = y − 1
2 = z − 1.

8. 4x + 3y + 2z + 9 = 0, x + 1
4 = y + 1

3 = z + 1
2 . 9. 2x + 2y + 5z − 7 = 0,

x− 2
2 = y + 1

2 = z − 1
5 .

10. x− 3
6
√
3

= y − 1
6 = z − 1

6/π
, 6
√
3x + 6y + 6

π
z − 18

√
3 −−6− 6

π
= 0.

11.
{

y = 3z − 3,
x = 2, 3y + z − 1 = 0.

12. x− 1
2 = y

−1 = z − 1
3 , 2x− y + 3z − 5 = 0.

13. x− 1
1 = y − 1

−1 = z − 1
0 , x − y = 0. 14. x + 2

27 = y − 1
28 =

= z − 6
4 , 27x + 28y + 4z + 2 = 0.

5*
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ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÉ ÈÍÒÅÃÐÀË

11.1. Ïîíÿòèå ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè è
íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Íà ëåêöèÿõ ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ ðàññìàòðèâàëàñü
çàäà÷à îòûñêàíèÿ ïðîèçâîäíîé äëÿ ôóíêöèè y = f(x). Ðàçáåðåì îá-
ðàòíóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå òàêîé ôóíêöèè F (x),
ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ðàâíà íåêîòîðîé èçâåñòíîé ôóíêöèè f(x), ò. å.
F
′
(x) = f(x).
Îïðåäåëåíèå 11.1. Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé

ôóíêöèåé äëÿ ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b], åñëè â ëþáîé òî÷êå
èíòåðâàëà (a, b) ôóíêöèÿ F (x) äèôôåðåíöèðóåìà è âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî F

′
(x) = f(x).

Íàéòåì ïåðâîîáðàçíóþ äëÿ ôóíêöèè f(x) = x5. Î÷åâèäíî, ÷òî
F (x) = x6

6 Îäíàêî, ôóíêöèÿ F (x) = x6

6 + Ñ, ãäå C � ëþáàÿ ïðî-
èçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, òîæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè
f(x) = x5,â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì

Òåîðåìà 11.1. Åñëè F1(x), F2(x) � äâå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíê-
öèè f(x), òî ðàçíîñòü ìåæäó íèìè ðàâíà ïîñòîÿííîìó ÷èñëó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì èìå-
åì F

′
1(x) = f(x), F

′
2(x) = f(x), ∀x ∈ [a, b]. Îáîçíà÷èì ψ

′
(x) = F

′
1(x)−

− F
′
2(x), ∀x ∈ [a, b]. Òàê êàê ôóíêöèè F1(x), F2(x) äèôôåðåíöèðóåìû

íà èíòåðâàëå (a, b), òî ôóíêöèÿ ψ(x) äèôôåðåíöèðóåìà è âûïîëíåíî
óñëîâèå ψ

′
(x) = F

′

1(x)− F
′
2(x) = f(x)− f(x) = 0, ∀x ∈ [a, b]. Òîãäà ïî-

ëó÷àåì, ÷òî ψ(x) = C, ∀x ∈ [a, b]. ¤
Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíî-

æåñòâî ïåðâîîáðàçíûõ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïîñòîÿííîé
ñîñòàâëÿþùåé.

Îïðåäåëåíèå 11.2. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè
f(x) íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì è îáîçíà÷àåòñÿ ñèì-
âîëîì

∫
f(x)dx

Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ, ñ ó÷åòîì òåîðåìû 11.1, èìååì
∫

f(x)dx = F (x) + C (11.1)
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ãäå F
′
(x) = f(x), à ôóíêöèÿ f(x)íàçûâàåòñÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöè-

åé.
Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Èç îïðåäåëåíèÿ

íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.
1. (

∫
f(x)dx)

′
= (F (x) + C)

′
= f(x).

2. d (
∫

f(x)dx) = d (F (x) + C) = (F (x) + C)
′
dx = f(x)dx

3.
∫

df(x) =
∫

f
′
(x)dx =f(x) + C

4. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü α ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê èíòåãðàëà.
Èç ïåðâîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò (

∫
αf(x)dx)

′
= αf(x) è (α

∫
f(x)dx)

′
=

= αf(x), îòêóäà ñëåäóåò
∫

αf(x)dx = α
∫

f(x)dx
5.

∫
(f(x)± g(x)) dx =

∫
f(x)dx ± ∫

g(x)dx. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî
ñâîéñòâà ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

(∫
(f(x)± g(x)) dx

)′

= f(x)± g(x),

(∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx

)′

= f(x)± g(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèÿ
∫

(f(x)± g(x)) dx,
∫

f(x)dx±
∫

g(x)dx

ïðåäñòàâëÿþò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ îäíîé è òîé æå
ôóíêöèè f(x)± g(x). Çíà÷èò îíè ðàâíû.

Òàáëèöà îñíîâíûõ èíòåãðàëîâ
1.

∫
0 d x = C;

2.
∫
1 d x = x + C;

3.
∫ d x

x
= ln |x |+ C, (x 6= 0);

4.
∫

xad x = xa+1

a + 1 + C, (a 6= −1);
5.

∫ d x

a2 + x2 = 1
a
arctgx

a
+ C;

6.
∫ d x

a2 − x2 = 1
2a ln

∣∣∣ a + x

a− x

∣∣∣ + C;

7.
∫ d x

x2 − a2
= 1

2a ln
∣∣∣ x− a

a− x

∣∣∣ + C;

8.
∫ d x√

x2 + a
= ln

∣∣x +
√

x2 + a
∣∣ + C;

9.
∫ d x√

a2 − x2
=

{
arcsin x

a
+ C,

− arccos x

a
+ C,

(∣∣∣x
a

∣∣∣ < 1
)
,
;

10.
∫

ex d x = ex + C;
11.

∫
axd x = a2

ln a
+ C, (a > 0, a 6= 1);
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12.
∫

sin x d x = − cos x + C;
13.

∫
cosx dx = sin x + C;

14.
∫ d x

sin2 x
= −ctgx + C, (x 6= πn, n ∈ Z);

15.
∫ d x

cos2 x
= tgx + C,

(
x 6= π

2 + πn, n ∈ Z
)
;

16.
∫
shx d x = chx + C;

17.
∫
chx d x = sh,x + C;

18.
∫ d x

sh2x
= −cthx + C, (x 6= 0);

19.
∫ d x

ch2x
= −thx + C;

11.2. Îñíîâíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ
Ïðè âû÷èñëåíèè íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ òðåáóåòñÿ ïîäûíòå-

ãðàëüíóþ ôóíêöèþ ïðåîáðàçîâàòü ê òàáëè÷íîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî ñó-
ùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïðèåìû, êîòîðûå è áóäóò ðàññìîòðåíû â äàííîì
ðàçäåëå.

11.2.1. Çàìåíà ïåðåìåííîé â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå.
Îäíèì èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííîé, êîòîðûé îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþ-
ùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 11.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåîïðåäåëåííûé
èíòåãðàë ∫

f(x)dx = F (x) + Ñ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ x = ϕ(t) îïðåäåëåíà äèôôåðåíöèðóåìà è èìååò
îáðàòíóþ ôóíêöèþ t = Φ(x) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå T ⊂ R, è
ïóñòü X ⊂ R - ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè ϕ(t). Òîãäà íà ìíîæå-
ñòâå T äëÿ ôóíêöèè f(ϕ(t))ϕ

′
(t) ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ ðàâíàÿ

F (ϕ(t)) + Ñò.å. ∫
f(ϕ(t))ϕ

′
(t) dt = F (ϕ(t)) + Ñ, (11.2)

è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
∫

f(x)dx =
∫

f(ϕ(t))ϕ
′
(t) dt. (11.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ñëîæíîé ôóíêöèè è îïðåäåëåíèåì äëÿ ïåðâîîáðàçíîé
d

dt
(F (ϕ(t)) + Ñ) = F

′
ϕ(ϕ(t))ϕ

′
(t) = F

′
x(x)ϕ

′
(t) = f(x)ϕ

′
(t) = f(ϕ(t))ϕ

′
(t) .

Ðàâåíñòâî (??) äîêàçàíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ϕ
′
(t) dt = dϕ(t) = dx, îòêó-

äà ñëåäóåò
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f(ϕ(t))ϕ
′
(t) dt = f(x)dx Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(8.1). ¤
Èíîãäà óäîáíî äåëàòü çàìåíó t = ψ(x), à íå x = ϕ(t). Òîãäà dt =

= ψ
′
x(x)dx, à

dx = dt

ψ
′
x(x)

.

Ïðèìåð 11.1. Âû÷èñëèòü
∫ cosx√

4− sin2x
dx.

Ðåøåíèå.
∫

cosx√
4− sin2x

dx =

∣∣∣∣∣
z = sinx, dz = cosxdx

dx = dz

cosx

∣∣∣∣∣ =
∫

cosx√
4− z2

dz

cosx
=

=
∫

dz√
4− z2

= arcsin
z

2 + C = arcsin
sinx

2 + C.

Ïðèìåð 11.2. Âû÷èñëèòü
∫√

9− x2 dx.
Ðåøåíèå.

∫ √
9− x2 dx =

∣∣∣∣
x = 3sinz, dx = 3coszdz,
sinz = x

3 , z = arcsin
x

3

∣∣∣∣ =
∫
3
√
9− 9sin2z coszdz =

= 9
∫

cos2zdz = 9
(∫

dz

2 +
∫

cos2z
2 dz

)
= 9

2z + 9
4

∫
cos2zd(2z) =

9
2z + 9

4sin2z + C = 9
2arcsin

x

3 + 9
2sinz

√
1− sin2z + C =

= 9
2arcsin

x

3 + 3
2x

√
1−

(
x

3

)2
+ C = 9

2arcsin
x

3 + 1
2
√
9− x2 + C.

11.2.2. Ïîäâåäåíèå ôóíêöèè ïîä äèôôåðåíöèàë. Åñëè
â èíòåãðàëå

∫
f(x)dx ôóíêöèþ f(x) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

f(x) = αϕ(x)ϕ
′
x), ãäå α - êîíñòàíòà, òî èíòåãðàë ïðèìåò âèä

∫
f(x)dx = α

∫
ϕ(x)ϕ

′
x)dx.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî ϕ
′
x)dx = dϕ(x)) ïîëó÷èì

α

∫
ϕ(x)ϕ

′
x)dx = α

∫
ϕ(x)dϕ(x)).

Åñëè òåïåðü ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé z = ϕ(x), òî ïîëó÷èì òàáëè÷-
íûé èíòåãðàë ∫

zdz = z2

2 + C.

Ïðèìåð 11.3. Âû÷èñëèòü
∫ lnx

x
dx.
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Ðåøåíèå. Â ýòîì èíòåãðàëå dx

x
= d (lnx), òàê êàê (lnx)

′
= 1

x
.

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì
∫

lnx

x
dx =

∫
lnxd(lnx) = |z = lnx| =

∫
zdz = z2

2 = (lnx)2

2 + C.

Ïðèìåð 11.4. Âû÷èñëèòü
∫

sin (4x + 3) dx.
Â äàííîì ñëó÷àå íåò ÿâíîé ïðîèçâîäíîé. Ïîýòîìó ôîðìèðóåì åå

èñêóññòâåííî. Óìíîæèì è ðàçäåëèì íà ÷åòûðå.
∫

sin (4x + 3) dx = 1
4

∫
sin (4x + 3) 4dx.

Â ïîëó÷åííîì èíòåãðàëå 4dx = d (4x + 3). Òîãäà ïîëó÷àåì
1
4

∫
sin (4x + 3) 4dx = 1

4

∫
sin (4x + 3) d (4x + 3) = |z = 4x + 3| =

= 1
4

∫
sinzdz = −1

4cosz = −1
4cos (4x + 3) + C.

11.2.3. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Òåîðåìà 11.3. Ïóñòü
ôóíêöèè u(x) è v(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå
X ⊂ R è äëÿ ôóíêöèè v(x)u

′
(x) ñóùåñòâóåò åå ïåðâîîáðàçíàÿ íà

ýòîì ìíîæåñòâå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ è äëÿ ôóíêöèè
u(x)v

′
(x) è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∫
u(x)v

′
(x)dx = u(x)v(x)−

∫
v(x)u

′
(x)dx

Óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé
∫

udv = uv −
∫

vdu. (11.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âû÷èñëèì äèôôåðåíöèàë, ïîëüçóÿñü
èçâåñòíîé ôîðìóëîé âû÷èñëåíèå äèôôåðåíöèàëà îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ôóíêöèé

d (uv) = udv + vdu

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
ðàâåíñòâî ∫

d (uv) = uv + C

Ïðè ýòîì êîíñòàíòó C ìîæíî îòíåñòè ê ëþáîìó èíòåãðàëó â ïîëó÷åí-
íîé ôîðìóëå

uv =
∫

udv +
∫

vdu

îòêóäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó (11.4). Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà dv(x) = v
′
(x)dx
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du(x) = u
′
(x)dx, ïîëó÷àåì
∫

u(x)v
′
(x)dx = u(x)v(x)−

∫
v(x)u

′
(x)dx

Èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè v(x)u
′
(x) ñëå-

äóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè u(x)v
′
(x) .¤

Ïðèìåð 11.5. Âû÷èñëèòü
∫

xsin2xdx
Ðåøåíèå.

∫
x sin 2x dx =

∣∣∣∣∣
u = x , d u = d x

d v = sin 2x d x , v =
∫

sin 2x dx = −1
2 cos 2x

∣∣∣∣∣ =

= −1
2x cos 2x + 1

2

∫
cos 2x dx = −1

2x cos 2x + 1
4 sin 2x + C.

Ïðèìåð 11.6. Âû÷èñëèòü
∫

exsinxdx
Ðåøåíèå.

J =
∫

ex sin x d x =
∣∣∣∣

u = ex, d u = ex d x
d v = sin x d x, v = − cosx

∣∣∣∣ =

= −ex cos x +
∫

ex cosx dx =

Åùå ðàç èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì

=
∣∣∣∣

u = ex , d u = exd x
d v = cos x d x, v = sin x

∣∣∣∣ = −ex cos x + ex sinx−
∫

ex sinx dx.

Èìååì∫
ex sin x dx = ex(sinx− cos x)−

∫
ex sin x d x ⇒ 2

∫
ex sin x d x =

= ex(sin x− cos x).∫
ex sin x d x = ex(sin x− cos x)

2 + C.

11.3. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.
1. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î ðàçíîñòè äâóõ ïåðâîîáðàç-

íûõ îäíîé è òîé æå ôóíêöèè.
2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î çàìåíå ïåðåìåííûõ â

íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå.
3. Îáúÿñíèòå, â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ñóòü ïðîöåäóðû �ïîäâåäåíèÿ ïîä

äèôôåðåíöèàë�?
4. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.
5. Ïåðå÷èñëèòå è äîêàæèòå îñíîâíûå ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî

èíòåãðàëà
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11.4. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷.
Ïîäâåäåíèå ïîä äèôôåðåíöèàë.
Ïðèìåð 11.7. Âû÷èñëèòü

∫
(x− 3)4d x.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî d x = d (x− 3).
∫

(x− 3)4d x =
∫

(x− 3)4 d (x− 3) = (x− 5)5
5 + C.

Ïðèìåð 11.8. Âû÷èñëèòü
∫ d x

(2x− 5)3
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî d x = 1
2d (2x− 5).

∫
d x

(2x− 5)3
=

∫
(2x− 5)−3 · 12 d (2x− 5) = 1

2 ·
(2x− 5)−2

−2 + C =

= − 1
4 (2x− 5)2

+ C.

Ïðèìåð 11.9. Âû÷èñëèòü
∫ 3x + 1

x + 2 d x.
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíóþ äðîáü:

3x + 1
x + 2 = 3 (x + 2)− 5

x + 2 = 3− 5
x + 2 .

∫
3x + 1
x + 2 d x =

∫ (
3− 5

x + 2

)
d x = 3

∫
d x− 5

∫
d x

x + 2 = 3 x−

−5
∫

d (x + 2)
x + 2 =3 x− 5 ln |x + 2 |+ C.

Ïðèìåð 11.10. Âû÷èñëèòü
∫ x d x√

4+ x2
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî x d x = 1
2d (x2 + 4).

∫
x d x√
4+ x2

= 1
2

∫
d (x2 + 4)√

4+ x2
= 1

2

∫ (
4+ x2

)− 1
2 d

(
x2 + 4

)
=

=
1 · 2

(
4+ x2

) 1
2

2 + C ==
√
4+ x2 + C.

Ïðèìåð 11.11 Âû÷èñëèòü
∫ √ln x · d x

x
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî d x

x
= d (lnx).

∫
(lnx)

1/2 d (ln x) = 2 (ln x)
3/2

3 + C =
2

√
(ln x)3

3 + C.

Ïðèìåð 11.12. Âû÷èñëèòü
∫

esin x · cosx d x.
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Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî cosx dx = d (sinx).
∫

esin x · cos x dx =
∫

esin xd (sinx) = esin x + C.

Ïðèìåð 11.13. Âû÷èñëèòü
∫ x · d x

1+ x4 .

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî x · d x = 1
2d (x2).

∫
x · d x

1+ x4 = 1
2

∫
d (x2)

1+ (x2)2
= 1

2arctgx2 + C.

Ïðèìåð 11.14. Âû÷èñëèòü
∫
tg2x d x.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì òîæäåñòâî tg2x = 1
cos2 x

− 1.
∫
tg2x d x =

∫ ( 1
cos2 x

− 1
)

d x =
∫

d x

cos2 x
−

∫
d x = tgx− x + C.

Ïðèìåð 11.15. Âû÷èñëèòü
∫ xdx

x2 + 4
.

Ðåøåíèå. Âûðàæåíèå 2xdx = d(x2 + 4). Ïîýòîìó óìíîæàåì è äåëèì
íà 2, è âûíîñèì ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü 1/2 çà çíàê èíòåãðàëà

∫
xdx

x2 + 4
= 1

2

∫
d(x2 + 4)

x2 + 4
=

∣∣t = x2 + 4
∣∣ =

= 1
2

∫
dt

t
= 1

2 lnt + C =ln
√

x2 + 4 + C.

Ïðèìåð 11.16. Âû÷èñëèòü
∫ arctgxdx

x2 + 1
.

Ðåøåíèå. Âûðàæåíèå dx

x2 + 1
= d(arctgx). Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

∫
arctgxdx

x2 + 1
=

∫
arctgxd(arctgx) = |t = arctgx| =

=
∫

tdt = t2

2 + C = (arctgx)2

2 + C.

Ïðèìåð 11.17. Âû÷èñëèòü
∫ dx

3x + 2 .

Ðåøåíèå. Âûðàæåíèå 3dx = d(3x + 2). Ïîýòîìó óìíîæàåì è äåëèì
íà 3, è âûíîñèì ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü 1/3 çà çíàê èíòåãðàëà

∫
dx

3x + 2 = 1
3

∫
d (3x + 2)
3x + 2 = |t = 3x + 2| =

= 1
3

∫
dt

t
= 1

3 lnt + C = ln
3√3x + 2 + C.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ.
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Ïðèìåð 11.18. Âû÷èñëèòü
∫ 6√x d x

x ( 3√x + 4√x )
..

Ðåøåíèå. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ïîêàçàòåëåé 12. Ñäåëàåì
ïîäñòàíîâêó t = 12√x , òîãäà,
∫ 6√x d x

x ( 3√x + 4√x )
=

∣∣∣∣
t = 12√x , x = t12

d x = 12 t11d t

∣∣∣∣
∫ 12 t13

t12(t4 + t3)
d t = 12

∫ d t

t2(t + 1)
=

= −12 ∫ (t2 − 1)− t2

t2(t + 1)
d t =− 12

∫ t− 1
t2

d t+

+12
∫

d t

t + 1 = −12
∫

d t

t
+ 12

∫
d t

t2
+ 12 ln | t + 1 | = −12 ln | t | −12

t
+

+12 ln | t + 1 |+ C = 12 ln
(

t + 1
t

)
− 12

t
+ C.

Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðîé ïåðåìåííîé x, èìååì
∫ 6√x d x

x ( 3√x + 4√x )
= ln ( 12√x + 1)12

x
− 12

12√x
+ C.

Ïðèìåð 11.19. Âû÷èñëèòü
∫

(2x2 − 7)4x d x.
Ðåøåíèå. Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî t = 2x2 − 7, òî d t = 4x d x, îòêóäà
x d x = d t

4 . Ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé â äàííîì èíòåãðàëå.
∫

(2x2 − 7)4x dx =
∫

t4
d t

4 = 1
4

∫
t4d t = 1

20 t5 + C = 1
20 (2x2 − 7)5 + C.

Ïðèìåð 11.20. Âû÷èñëèòü
∫√

x3 + 8 · x2d x.
Ðåøåíèå. Ïîëîæèì, ÷òî x3 + 8 = t, òî d t = 3x2d x, x2d x = d t

3 .∫ √
x3 + 8 · x2d x =

∫ √
t

d t

3 = 1
3

∫
t
1
2 d t = 1

3 ·
2
3 t

3
2 + C =

= 2
9

√
(x3 + 8)3 + C.

Ïðèìåð 11.21. Âû÷èñëèòü
∫ (ln x + 3)2

x
d x.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì, ÷òî ln x + 3 = t, òî d t = d x

x
.

∫
(ln x + 3)2

x
d x =

∫
t2d t = t3

3 + C = 1
3 (ln x + 3)3 + C.

Ïðèìåð 11.22. Âû÷èñëèòü
∫ cos x

sin5 x
d x.

Ðåøåíèå. Åñëè sin x = t, òî d t = cos x d x.
∫

cos x

sin5 x
d x =

∫
d t

t5
=

∫
t−5d t = − 1

4 t4
+ C = − 1

(sin x)4
+ C.
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Ïðèìåð 11.23. Âû÷èñëèòü
∫ ex

7− ex d x.
Ðåøåíèå. Åñëè 7− ex = t, òî d t = −exd x, exd x = −d t.∫

ex

7− ex d x =
∫
−d t

t
= − ln | t |+ C = − ln | 7− ex|+ C.

Ïðèìåð 11.24. Âû÷èñëèòü
∫ √

x

1+ x
d x.

Ðåøåíèå. Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ t =
√

x , x = t2, d x = 2 t d t.
∫ √

x

1+ x
d x =

∫
t

1+ t2
· 2 t d t = 2

∫
t2

t2 + 1
d t = 2

∫
(t2 + 1)− 1

t2 + 1
d t =

= 2
∫

d t− 2
∫

d t

t2 + 1
= 2 t− 2 arctg t + C = 2

√
x − 2 arctg

√
x + C.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.
Ïðèìåð 11.25. Âû÷èñëèòü

∫
(x + 3) · e6 xd x.

Ðåøåíèå.
∫

(x + 3) · e6 xd x =

[
x + 3 = u, d u = d x,
e6 x = d ν, ν = 1

6e6 x

]
=

= 1
6 (x + 3) e6 x − 1

6

∫
e6 xd x = 1

6 (x + 3) e6 x − 1
36e6 x + C .

Ïðèìåð 11.26. Âû÷èñëèòü
∫

(x− 2) · ln (x− 4) d x.
Ðåøåíèå.

∫
(x− 2) · ln (x− 4) d x =

=


 ln (x− 4) = u, d u = d x

x− 4
(x− 2) d x = d ν, ν = x2

2 − 2x = x (x− 4)
2


 =

= x (x− 4)
2 · ln (x− 4)−

∫
x (x− 4)

2 · d x

x− 4 = x (x− 4) · ln (x− 4)
2 −

−1
2

∫
x d x = x (x− 4) ln (x− 4)

2 − x2

4 + C.

Ïðèìåð 11.27. Âû÷èñëèòü
∫

x2 cos 2x d x.

Ðåøåíèå.
∫

x2 cos 2x d x =

[
x2 = u, d u = 2x d x

cos 2x d x = d ν, ν = 1
2 sin 2x

]
=

= 1
2x2 · sin 2x−

∫
x sin 2x d x =

=

[
x = u, d u = d x, −1

2 cos 2x
sin 2x d x = d ν, ν = −2x ν = −2x

]
=

= 1
2x2 sin 2x + 1

2x cos 2x− 1
2

∫
cos 2x dx =

= 1
2x2 sin 2x + 1

2x cos 2x− 1
4 sin 2x + C.
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Ïðèìåð 11.28 Âû÷èñëèòü
∫√

4− x2 d x.

Ðåøåíèå.
∫√

4− x2 d x =

[ √
4− x2 = u, d u = x d x√

4− x2
,

d x = d ν, ν = x

]
=

= x ·
√
4− x2 −

∫
−x2d x√
4− x2

= x
√
4− x2 −

∫
4− x2 − 4√

4− x2
d x = x ·

√
4− x2−

−
∫ √

4− x2 d x + 4
∫

d x√
4− x2

= x ·
√
4− x2 −

∫ √
4− x2 + 4 arcsin x

a
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî èñõîäíîãî èíòåãðàëà∫ √
4− x2 d x = x ·

√
4− x2 −

∫ √
4− x2 d x + 4 arcsin x

a
,

2
∫ √

4− x2 d x = x·
√
4− x2 + 4 arcsin x

a
,

∫ √
4− x2 d x = 1

2

(
x ·

√
4− x2 + 4 arcsin x

a

)
+ C.

Ïðèìåð 11.29. Âû÷èñëèòü
∫ x d x

1+ cos x
.

Ðåøåíèå.
∫

x d x

1+ cos x
=

∫
x d x

2 cos2
x

2
=

∣∣∣∣∣∣

u = x , d u = d x

d v = d x

2 cos2
x

2
, v =

∫ d x

2 cos2
x

2
= tgx

2

∣∣∣∣∣∣
=

= x tgx

2 −
∫
tgx

2d x = x tgx

2 −
∫ sin

x

2
cos

x

2
d x = x tgx

2 + 2
∫ d

(
cos

x

2

)

cos
x

2
=

= x tgx

2 + 2 ln
∣∣∣cos x

2

∣∣∣ + C.

11.5. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
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1.
∫ (

3x2 − 4x3 + 5
)

d x. 2.
∫

(3√x + 2x) d x.
3.

∫ (
8 3√x − 6x5

)
d x. 4.

∫ 6 d x√
x
.

5.
∫ 3 d x

x4 . 6.
∫ d x

x
√

x
.

7.
∫

(3x−√x )2 d x. 8.
∫
5x2

(
x2 − 3

)
d x.

9.
∫ 7x3 − 4x + 3√

x
d x. 10.

∫ x2

x + 2 d x.

11.
∫ x3

x− 2 d x. 12.
∫

(x + 8)7 d x.

13.
∫

(4x− 3)5 d x. 14.
∫ d x

(1− 3x)2
.

15.
∫√

x− 3 d x. 16.
∫ d x√

2x + 3
.

17.
∫

x
√

x2 + 1 d x. 18.
∫ x d x√

x2 − 5
.

19.
∫ d x

5x + 1 . 20.
∫ d x

1− 8x
.

21.
∫ d (sin x)

sin x
. 22.

∫
3x d x.

23.
∫
3x · 5x d x. 24.

∫
e3 x d x.

25.
∫

e− x d x 26.
∫

ecos x sin x d x.
27.

∫
sin 5x d x. 28.

∫
cos x

2 d x.
29.

∫
tg 4x dx. 30.

∫
ctgx

3 d x.

31.
∫ d x

cos2 2x
. 32.

∫ d x

sin2 6x
.

33.
∫
ctg2 x dx. 34.

∫ d x

4+ x2 .

35.
∫ d x

16+ 9x2 . 36.
∫ d x√

4− x2
.

37.
∫ d x√

25− 16x2
. 38.

∫ d x

x2 − 1
.

39.
∫ d x

4x2 − 9
. 40.

∫ d x√
x2 + 3

.

41.
∫ d x√

x2 − 4
. 42.

∫ d x

25− x2 .

43.
∫ d x

3− x2 . 44.
∫ x2 − 3

x2 + 1
d x.

45.
∫ d x

sin2 x · cos2 x
.

46.
∫

(x + 1) exd x. 47.
∫

arcsin x d x.
48.

∫
arctg x d x. 49.

∫
x sin x dx.

50.
∫

x3 ln x dx. 51.
∫

x2exd x.
52.

∫
ex sin x d x. 53.

∫ x d x

cos2 x
.

54.
∫ x arcsin x d x√

1− x2
. 55.

∫ ln x

x2 d x.

56.
∫

x2 arcsin x d x 57.
∫

(x2 + 2x + 1) sin 3x d x.
58.

∫
x2 ln x dx. 59.

∫
arctg√x d x.

60.
∫

x cos 3 x dx. 61.
∫

x arctg x d x.
62.

∫
ln2 x dx. 63.

∫
(arcsin x)2d x.

64.
∫ x

sin2 x
d x. 65.

∫√
5+ x2 d x.
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Îòâåòû
1. x3 − x4 + 5x + Ñ. 2. 2

√
x3 + x2 + Ñ.

3. 6 3√
x4 − x6 + C. 4. 12√x + Ñ.

5. −x−3 + C. 6. − 2√
x

+ C.

7. x3 − 12
5 x

5
2 + 2x + C. 8. x5 − 5x3 + Ñ.

9. 2
√

x7 − 8
3
√

x3 + 6√x + Ñ. 10. x2

2 − 2x + 4 ln |x + 2|+ C.

11. x3

3 + x2 + 4x + 8 ln |x− 2| +
+ C.

12. 18 (x + 8)8 + C.

13. 1
24 (4x− 3)6 + C. 14. 1

3 (1− 3x)
+ C.

15.
2

√
(x− 3)3

3 + C. 16.
√
2x + 3 + Ñ.

17. 12
√

(x2 + 1)3 + Ñ. 18.
√

x2 − 5 + Ñ.

19. 15 ln | 5x + 1 |+ C. 20. −1
8 ln | 1− 8x |+ C.

21. ln | sin x |+ C. 22. 3x

ln 3 + C.

23. 15x

ln 15 + C. 24. 13e3 x + C.
25. −e−x + C. 26. −ecos x + C.
27. −1

5 cos 5x + C. 28. 2 sin x

2 + C.

29. −1
4 ln | sin 4x |+ C. 30. 3 ln

∣∣∣ sin x

3

∣∣∣ + C.

31. 12 tg 2x + C. 32. −1
6ctg 6x + C.

33. −ctgx− x + C 34. 12arctg
x

2 + C.

35. 1
12arctg

3x

4 + C. 36. arcsinx

2 .

37. 14arsin
4x

5 . 38. 12 ln
∣∣∣ x− 1

x + 1

∣∣∣ + C.

39. 1
12 ln

∣∣∣∣∣∣
x− 3

2
x +

3
2

∣∣∣∣∣∣
+ C. 40. ln

∣∣ x +
√

x2 + 3
∣∣ + C.

41. ln
∣∣ x +

√
x2 − 4

∣∣ + C 42. 1
10 ln

∣∣∣ 5+ x

5− x

∣∣∣ + C.

43. 12 ln
∣∣∣∣
√
3 + x√
3 − x

∣∣∣∣ + C. 44. x− 4 arctgx + C.
45. tgx− ctgx + C.
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46. x ex + C. 47. x arcsin x +
√
1− x2 + C

48. x arctgx− 1
2 ln (1+ x2) + C. 49. x cos x + sin x + C.

50. x4 ln x

4 − x4

16 + C. 51. (x2 − 2x + 2) ex + C.

52. (sinx− cos x) · ex

2 + C. 53. x tgx + ln | cosx |+ C.

54. −
√
1− x2 arcsinx + x + C. 55. − ln x

x
− 1

x
+ C.

56. 1
3x3 arcsinx + 1

3
√
1− x2 −

− 1
9
√

(1− x2)3 + C.

57. −1
3 (x + 1)2 cos 3x + 2

9 (x +

+ 1) sin 3x + 2
27 cos 3x + C.

58. x3

3 ln x− x3

9 + C. 59. x arctg√x − √
x +

+ arctg√x + C.

60. 19 (3x sin 3x + cos 3x) + C. 61. x2 + 1
2 arctgx− x2

2 + C.
62. x ln2 x− 2x (ln x− 1) + C. 63. x (arcsin x)2 +

+ 2
√
1− x2 arcsinx− 2x + C.

64. −x ctgx + ln | sin x |+ C. 65. 5
2 ln

∣∣ x +
√
5+ x2

∣∣ +

+ x

2
√
5+ x2 + C.



Ëåêöè ÿ 12
ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÐÎÁÍÎ-ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ

ÔÓÍÊÖÈÉ

12.1. Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû
Îïðåäåëåíèå 12.1. Àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì (ïîëèíîìîì) n-é

ñòåïåíè íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà
An(z) = a0z

n + a1z
n−1 + · · ·+ an

ãäå z = x + iy � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ai, i = 0, n - äåéñòâèòåëüíûå
èëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà, n - ïîðÿäîê ìíîãî÷ëåíà.

Åñëè èìååòñÿ äâà ïîëèíîìà An(z), Bm(z), m < n, òî ìíîãî÷ëåí
An(z) ìîæíî ïîäåëèòü ñòîëáèêîì íà ìíîãî÷ëåí Bm(z). Â ýòîì ñëó÷àå
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

An(z) = Bm(z)Cn−m(z) + Mk(z). (12.1)

Â (12.1) èíäåêñû îáîçíà÷àþò ïîðÿäêè ïîëèíîìîâ, k < m, An(z) -
äåëèìîå, Bm(z) - äåëèòåëü, Cn−m(z) - ÷àñòíîå, Mk(z) - îñòàòîê.

Îïðåäåëåíèå 12.2. Êîìïëåêñíîå èëè äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α
íàçûâàåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà An(z), åñëè An(α) = 0

Òåîðåìà 12.1. Ìíîãî÷ëåí íå íóëåâîé ñòåïåíè An(z) äåëèòñÿ íà
äâó÷ëåí (z − α) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ìíîãî÷ëåíà An(z)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôîðìóëà (12.1) äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ áóäåò
èìåòü âèä

An(z) = Cn−1(z)(z − α) + M0(z).

M0(z) = M0 = const Åñëè z = α, òî An(α) = M 0. Íî ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì óðàâíåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, An(α) = 0 =⇒ M0 = 0, ò. å.

An(z) = Cn−1(z)(z − α).¤ (12.2)

Òåîðåìà 12.2. Ìíîãî÷ëåí An(z)n-é ñòåïåíè èìååò ðîâíî n êîðíåé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû,

ìíîãî÷ëåí An(z) èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü α1. Òîãäà èç (12.2) ñëåäóåò
An(z) = Cn−1(z)(z − α1). Ìíîãî÷ëåí Cn−1(z) ñòåïåíè n− 1 òîæå äîë-
æåí èìåòü õîòÿ áû îäèí êîðåíü α2. Òîãäà áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Cn−1(z) = Cn−2(z − α2). Ïðîäîëæàÿ ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó-
÷èì
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An(z) = b
n∏

i=1
(z − αi), ãäå b = const Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

ìíîãî÷ëåí An(z) èìååò êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè a0, à äåëå-
íèå ìíîãî÷ëåíîâ An(z), Cn−i(z) , i = 0, n ïðîèçâîäèëîñü íà äâó÷ëåíû
(z − αi), ïîëó÷àåì, ÷òî b = a0. ¤

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èëè ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ìíî-
æèòåëè

An(z) = a0

n∏

i=1
(z − αi) (12.3)

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò ñëåäñòâèå. Åñëè ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
êðàòíîñòè r, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

An(z) = (z − α)r
Dn−r(z). (12.4)

Ôîðìóëà (12.4) ïðèìåò âèä

An(z) = a0 (z − α)r
n−r∏

i=1
(z − αi).

12.2. Ìíîãî÷ëåíû ñ äåéñòâèòåëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè.
Ìíîãî÷ëåíû ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè îáëàäàþò ðÿäîì

ñâîéñòâ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ.
Òåîðåìà 12.3. Åñëè â ìíîãî÷ëåíå ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè
An(z) = a0z

n + a1z
n−1 + · · ·+ an

êîìïëåêñíîå ÷èñëî z çàìåíèòü íà ñîïðÿæåííîå ÷èñëî z, òî çíà÷åíèå
ìíîãî÷ëåíà òîæå çàìåíèòüñÿ íà ñîïðÿæåííîå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñëàãàåìîå
ìíîãî÷ëåíà amzn−m. Çàìåíèì â íåì z íà z amzn−m Âîñïîëüçóåìñÿ
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

1. zr = zr, 2.z1 ± z2 = z1 ± z2

Èç ïåðâîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò amzn−m = amzn−m. Ïðèìåíèâ ýòó ïðî-
öåäóðó ê êàæäîìó ñëàãàåìîìó ïîëèíîìà An(z) èç âòîðîãî óñëîâèÿ
ïîëó÷èì An(z) = An(z). ¤

Òåîðåìà 12.4. Åñëè ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè

An(z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · ·+ an

èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü z0 òî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ÷èñëî z0
òàêæå áóäåò êîðíåì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 12.3 èìååì
An(z0) = An(z0). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû An(z0) = 0, òîãäà An(z0) = 0 è
An(z0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, z0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà. ¤

Óñëîâèÿ òîæäåñòâåííîñòè äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ. Äâà ìíîãî÷ëåíà
An(z) è Bn(z òîæäåñòâåííî ðàâíû An(z) = Bn(z) , åñëè ó íèõ êîýô-
ôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ îäèíàêîâûå.

Ïðèìåð 12.1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ A, B, C ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Az(z − 1) + Bz(z − 2) + C(z − 1)(z − 2) = z2 + 2?

Ïðåîáðàçóåì ìíîãî÷ëåí ñëåâà

(A + B + C)z2 + (−A− 2B − 3C)z + 2C = z2 + 2.

Ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ, ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ A, B, C

{
A + B + C = 1

−A− 2B − 3C = 0
2C = 2

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì : A = 3, B = −3, C = 1

12.3. Ðàçëîæåíèå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé
Îïðåäåëåíèå 12.3. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíîé, åñëè ëþ-

áîå åå çíà÷åíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, âûïîëíÿÿ êîíå÷íîå ÷èñëî àðèôìå-
òè÷åñêèõ îïåðàöèé (ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå äåëåíèå).

Ìíîãî÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè.
Îïðåäåëåíèå 12.4. Äðîáíî ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ Bm(x)

An(x)
íàçûâà-

åòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè m < n,ò. å. ïîðÿäîê ìíîãî÷ëåíà An(x) áîëüøå
ïîðÿäêà ïîëèíîìà Bm(x)

Ëåììà 12.1. (î ðàçëîæåíèè ïðàâèëüíîé äðîáíî ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè) ÏóñòüBm(x)

An(x)
ïðàâèëüíàÿ äðîáíî ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

è äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ An(x) = 0
êðàòíîñòè r.

An(x) = (x− α)r
Dn−r(x). (12.5)

Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî A è ìíîãî÷ëåí β(x) ñ âåùåñòâåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè òàêèå, ÷òî

Bm(x)

An(x)
= A

(x− α)r + β(x)

(x− α)r−1 Dn−r(x)
(12.6)

ãäå äðîáü β(x)

(x− α)r−1 Dn−r(x)
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (12.5), ìîæíî
çàïèñàòü

Bm(x)

An(x)
= Bm(x)

(x− α)r Dn−r(x)

Ïðèáàâèì è âû÷òåì âûðàæåíèå A

(x− α)r â ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî ðàâåí-
ñòâà

Bm(x)

An(x)
= A

(x− α)r +
(

Bm(x)

(x− α)r Dn−r(x)
− A

(x− α)r

)
=

= A

(x− α)r + Bm(x)−ADn−r(x)

(x− α)r Dn−r(x)

Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî èíäåêñû ñîîòâåòñòâóþò ïîðÿäêàì ìíîãî÷ëåíîâ, äåëà-
åì âûâîä î òîì, ÷òî äðîáü

Bm(x)−ADn−r(x)

(x− α)r Dn−r(x)

ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé.
Âûáåðåì A òàê, ÷òîáû ÷èñëî α áûëî êîðíåì óðàâíåíèÿ Bm(x) −

−ADn−r(x) = 0. Òîãäà èç ðàâåíñòâà Bm(α)−ADn−r(α) = 0 ïîëó÷àåì
A = Bm(α)/Dn−r(α). Òàê êàê ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, òî ìîæíî
çàïèñàòü

Bm(x)−ADn−r(x)

(x− α)r Dn−r(x)
= (x− α) β(x)

(x− α)r Dn−r(x)
= β(x)

(x− α)r−1 Dn−r(x)
.¤

Ëåììà 12.2. Ïóñòü Bm(x)

An(x)
ïðàâèëüíàÿ äðîáíî ðàöèîíàëüíàÿ ôóíê-

öèÿ è êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = α + iβ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ
An(x) = 0 êðàòíîñòè r, ò.å. An(x) =

(
x2 + px + q

)r
Dn−2r(x), ãäå

Dn−2r(z) 6= 0, x2 + px + q = (x− z)(x− z) Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà N
è M è ìíîãî÷ëåí P (x) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêèå,
÷òî

Bm(x)

An(x)
= Nx + N(

x2 + px + q
)r + P (x)(

x2 + px + q
)r−1

Dn−2r(x)

ãäå äðîáü P (x)(
x2 + px + q

)r−1
Dn−2r(x)

ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (12.5), ìîæíî
çàïèñàòü

Bm(x)

An(x)
= Bm(x)(

x2 + px + q
)r

Dn−2r(x)
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Ïðèáàâèì è âû÷òåì âûðàæåíèå Nx + N(
x2 + px + q

)r â ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî

ðàâåíñòâà

Bm(x)

An(x)
= Nx + N(

x2 + px + q
)r +


 Bm(x)(

x2 + px + q
)r

Dn−2r(x)
− Nx + N(

x2 + px + q
)r


 =

= Nx + N(
x2 + px + q

)r + Bm(x)− (Nx + N)Dn−2r(x)(
x2 + px + q

)r

Dn−2r(x)

Äðîáü
Bm(x)− (Nx + N)Dn−2r(x)(

x2 + px + q
)r

Dn−2r(x)

ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé. Âûáåðåì ÷èñëà N è M òàê, ÷òîáû ÷èñëî
z = α + iβ,à ñëåäîâàòåëüíî, è ÷èñëî z = α − iβ áûëè êîðíÿìè
óðàâíåíèÿ Bm(x) − (Nx + M)Dn−2r(x) = 0. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ
Bm(z)− (Nz + M)Dn−2r(z) = 0 ïîëó÷àåì Nz + M = Bm(z)/Dn−2r(z).
Âûäåëèì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
Bm(z)/Dn−2r(z) = C + iK. Òîãäà ïîëó÷èì N(α + iβ) + M = C + iK
îòêóäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
N è M {

Nα + M = C,
Nβ = K.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷èì N = K/β, M = (Cβ −Kα)/β
Òîãäà áóäåò ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ

Bm(x)− (Nx + N)Dn−2r(x)(
x2 + px + q

)r

Dn−2r(x)
=

(
x2 + px + q

)
P (x)

(
x2 + px + q

)r

Dn−2r(x)
=

− P (x)(
x2 + px + q

)r−1
Dn−2r(x)

.¤

Äîêàæåì òåîðåìó ñ óïðîùåííûìè óñëîâèÿìè.
Òåîðåìà 12.5. Ïóñòü Bm(x)

An(x)
ïðàâèëüíàÿ äðîáíî ðà-

öèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
An(x) = (x− α)r (

x2 + px + q
)g , r + 2g = n Êîðíè äâó÷ëåíà

x2 + px + q � êîìïëåêñíûå. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàçëîæå-
íèå

Bm(x)

An(x)
=

r∑

i=1

Ai

(x− α)i
+

g∑

j=1

Njx + Mj(
x2 + px + q

)j
.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì ëåììó 12.1
Bm(x)

An(x)
= Ar

(x− α)r + βr(x)

(x− α)r−1
(
x2 + px + q

)g .

Òàê êàê âòîðàÿ äðîáü â ïðàâîé ÷àñòè ïðàâèëüíàÿ, ïðèìåíÿåì ê íåé
ëåììó 12.1

βr(x)

(x− α)r−1
(
x2 + px + q

)g = Ar−1

(x− α)r−1 + βr−1(x)

(x− α)r−2
(
x2 + px + q

)g .

Ïðîäîëæàåì ýòó ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð ïîêà íå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
ôîðìóëó

Bm(x)

An(x)
=

r∑

i=1

Ai

(x− α)i
+ β1(x)(

x2 + px + q
)g .

Äàëåå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðèìåíÿÿ ëåììó 12.2 ê ïðàâèëüíîé äðîáè
β1(x)(

x2 + px + q
)g ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.¤

Ïðèìåð 12.2. Ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ñëàãàåìûå äðîáü
x + 1

(x− 2)2 (x− 1)

Â äàííîì ñëó÷àå èìååì êîðíè: x = 2 èìååò êðàòíîñòü ðàâíóþ äâóì è
êîðåíü x = 1. Ïîòîìó ðàçëîæåíèå áóäåò èìåòü âèä

x + 1
(x− 2)2 (x− 1)

= A1

(x− 2)2
+ A2

x− 2 + A3
x− 1 .

Òåïåðü íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû. Ïðèâîäèì
ïðàâóþ ÷àñòü ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ

x + 1
(x− 2)2 (x− 1)

= A1 (x− 1) + A2(x− 2)(x− 1) + A3 (x− 2)2

(x− 2)2 (x− 1)
Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïîëèíîìèàëüíîå ðàâåíñòâî

A1 (x− 1) + A2(x− 2)(x− 1) + A3 (x− 2)2 = x + 1.
Êëàññè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåîá-
õîäèìî ðàñêðûòü ñêîáêè è ñîñòàâèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïðèðàâíèâàÿ
êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ.

(A2 + A3)x2 + (A1 − 3A2 − 4A3)x + (−A1 + 2A2 + 4A3) = x + 1.
Åñòü äðóãîé ñïîñîá, îñíîâàííûé íà ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ. Òàê êàê
ïîëèíîìèàëüíîå ðàâåíñòâî äîëæíî áûòü ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ çíà-
÷åíèé àðãóìåíòà x, òî ìîæíî çàäàòü íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ x, è ñîñòàâèòü
óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïðè ýòîì
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ìîæíî ýòè çíà÷åíèÿ âûáðàòü òàê, ÷òîáû ïîëó÷àëàñü ïðîñòàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé.

x = 1 =⇒ A3 (−1)2 = 2 =⇒ A3 = 2; x = 2 =⇒ A1 = 3 : Ïðèðàâíèâàåì
êîýôôèöèåíòû ïðè x2

A2 + A3 = 0 =⇒ A2 = −A3 = −2.
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå äðîáè

x + 1
(x− 2)2 (x− 1)

= 3
(x− 2)2

− 2
x− 2 + 2

x− 1 .

Ïðèìåð 12.3. Ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ñëàãàåìûå äðîáü

x2 + 1(
x2 + 2x + 2

)
(x− 1)

.

Â äàííîì ñëó÷àå èìååì êîðíè: x = 1, x = −1 + i, x = −1 − i Ïîòîìó
ðàçëîæåíèå áóäåò èìåòü âèä

x2 + 1(
x2 + 2x + 2

)
(x− 1)

= A

x− 1 + Nx + M

x2 + 2x + 2
.

Ïðèâîäèì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è âûïèñûâàåì ÷èñëèòåëü, ïðèðàâíÿâ
åãî ê èñõîäíîìó ÷èñëèòåëþ çàäàííîé äðîáè

(
x2 + 2x + 2

)
A + (x− 1) (Nx + M) = x2 + 1.

Îäèí êîýôôèöèåíò íàõîäèòñÿ ëåãêî. x = 1 =⇒ 5A = 2 =⇒ A = 2/5.
Ðàñêðîèì ñêîáêè

(A + N)x2 + (2A + M −N)x + (2A−M) = x2 + 1.

Ïîëó÷àåì A + N = 1 =⇒ N = 1 − 2/5 = 3/5; 2A − M = 1 =⇒ M =
= 2A− 1 = 4/5− 1 = −1/5.

12.4. Èíòåãðèðîâàíèå äðîáíî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé
Ïðîñòåéøèìè äðîáíî ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè íàçûâàþòñÿ ïðà-

âèëüíûå äðîáè âèäà:
I. A

x− a
, II. A

(x− a)m , m ∈ Z, m > 1, III. M x + N

x2 + p x + q
,

IV. M x + N

(x2 + p x + q)n
, n ∈ Z, n > 1, p2 − 4 q < 0.

Ïåðâûå òðè òèïà èíòåãðèðóþòñÿ äîñòàòî÷íî ëåãêî
I.

∫ A

x− a
d x = A

∫ d(x− a)

x− a
= A · ln |x− a |+ C.

II.
∫ A

(x− a)m d x = A
∫ d(x− a)

(x− a)m = A

(1−m) · (x− a)k−1 + C.
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III.
∫ (M x + N)

x2 + p x + q
d x =

∫ (M x + N)
(
x +

p

2

)2
+ q − p2

4

dx =

=

∣∣∣∣∣∣
z = x + p

2 , a2 = q − p2

4 ,
x = z − p

2 , dx = dz

∣∣∣∣∣∣
=

=
∫ M (z − p

2
) + N

z2 + a2
dz = M

∫
zdz

z2 + a2
+

(
N −M

p

2

) ∫
dz

z2 + a2
=

= M

2 ln
∣∣z2 + a2

∣∣ +
(
N −M

p

2

) 1
a
arctg

z

a
+ C, åñëè a2 > 0,

= M

2 ln
∣∣z2 + a2

∣∣ +
(
N −M

p

2

) 1
2a ln

∣∣∣x− a

x + a

∣∣∣ + C,åñëè a2 < 0.
Ïîäñòàâèâ z = x + p

2 , ïîëó÷èì îòâåò.

IV.
∫ (M x + N)

(x2 + p x + q)n
d x =

∫ M

2
(2x + p) + N − MP

2
(x2 + p x + q2)

d x =

= M

2
∫ 2x + p

(x2 + p x + q)n
d x +

(
N − MP

2

) ∫ d x

(x2p x + q)n
=

= M

2
∫ d (x2 + p x + q)

(x2 + p x + q)n
+ +

(
N + MP

2

)
· ∫ d x[(

x +
p

2

)2
+

(
q − p2

4

)] n .

Âèäíî, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë òàáëè÷íûé, à äëÿ âòîðîãî, êîãäà q −
− p2

4 > 0 âûâåäåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó, ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ z = x +

+ p

2 , a2 = q − p2

4 . Îáîçíà÷èì Jn =
∫ dz(

z2 + a2
)n .

∫
dz(

z2 + a2
)n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u = 1(
z2 + a2

)n , dv = dz,

du = − 2nz(
z2 + a2

)n+1 , v = z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= z(
z2 + a2

)n +
∫

2nz2dz(
z2 + a2

)n+1 == z(
z2 + a2

)n + 2n
∫

(z2 + a2)− a2(
z2 + a2

)n+1 dz =

= z(
z2 + a2

)n + 2n
∫

dz(
z2 + a2

)n − 2na2
∫

dz(
z2 + a2

)n+1 .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îáîçíà÷åíèÿ
Jn =

∫ dz(
z2 + a2

)n , Jn+1 =
∫ dz(

z2 + a2
)n+1 , ïîëó÷èì
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Jn = z(
z2 + a2

)n + 2nJn − 2na2Jn+1, îòêóäà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíóþ

ôîðìóëó
Jn+1 = 1

2na2
z(

z2 + a2
)n + 2n− 1

2na2
Jn.

Ïðèìåð 12.4. Âû÷èñëèòü
∫ dx(

x2 + 4
)3 . Â äàííîì ñëó÷àå a = 2, n + 1 =

= 3. Ïîëüçóåìñÿ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé∫
dx(

x2 + 4
)3 = 1

16
x(

x2 + 4
)2 + 3

16

∫
dx(

x2 + 4
)2 .

Ê èíòåãðàëó â ïðàâîé ÷àñòè ñíîâà ïðèìåíÿåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó,
ãäå n + 1 = 2∫

dx(
x2 + 4

)2 = 1
8

x(
x2 + 4

) + 1
8

∫
dx

x2 + 4
= 1

8
x(

x2 + 4
) + 1

16arctg
x

2 .

Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå â ïåðâóþ ôîðìóëó, ïîëó÷èì∫
dx(

x2 + 4
)3 = 1

16
x(

x2 + 4
)2 + 3

124
x(

x2 + 4
) + 3

256arctg
x

2 + Ñ.

Áîëåå ñëîæíûå ôóíêöèè èíòåãðèðóþòñÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïîäûí-
òåãðàëüíûõ ôóíêöèé íà ïðîñòûå ñëàãàåìûå. Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü,
÷òî äðîáíî ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè äîëæíû áûòü ïðàâèëüíûìè.

12.5. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷

Ïðèìåð 12.5 Âû÷èñëèòü
∫ x3 + x + 2

x3 − 7x2 + 12x
d x.

Ðåøåíèå. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ äðîáü íåïðàâèëüíàÿ, ïîýòîìó ðàçäåëèì
÷èñëèòåëü x3 + x + 2 íà çíàìåíàòåëü x3 − 7x2 + 12x:

−
x3 + x + 2

∣∣∣∣
x3 − 7x2 + 12x

1 .

x3 − 7x2 + 12x
7x2 − 11x + 2

Òàêèì îáðàçîì, x3 + x + 2
x3 − 7x2 + 12x

= 1+ 7x2 − 11x + 2
x3 − 7x2 + 12x

.
Ðàçëîæèì çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè

x3 − 7x2 + 12x = x (x2 − 7x + 12) = x (x− 4) · (x− 3).∫
x3 + x + 2

x3 − 7x2 + 12x
d x =

∫ (
1+ 7x2 − 11+ 2

x (x− 4) (x− 3)

)
d x =

∫
d x+
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+
∫

7x2 − 11x + 2
x (x− 4) (x− 3) d x =

[
Äðîáü 7x2 − 11x + 2

x (x− 4) (x− 3) = A

x
+ B

x− 4 + C

x− 3 .

Ïðèâåäåì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðèðàâíÿåì ÷èñëèòåëè èëè óìíî-
æàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà x (x− 4) (x− 3), ïîëó÷èì

7x2 − 11x + 2 = A (x− 4) (x− 3) + B x (x− 3) + C x (x− 4).
Íàéäåì êîýôôèöèåíò A, B è C èñïîëüçóÿ ÷àñòíûå çíà÷åíèÿ x = 0,
x = 4, x = 3 � êîðíè çíàìåíàòåëÿ.

Ïðè x = 0, 2 = −12A, ò.å. A = −1
6 . Ïðè x = 4, 70 = 4B, ò.å. B = 35

2 .

Ïðè x = 3 , 32 = −3C , ò.å. C = −32
3

]
=

= x +
∫ (
− 1
6x + 35

2 · 1
x− 4 −

32
3 · 1

x− 3

)
d x =

= x− 1
6 ln |x |+ 35

2 ln |x− 4| − 32
3 ln |x− 3 |+ C.

Ïðèìåð 12.6. Âû÷èñëèòü
∫ 1

x4 − x2 d x.
Ðåøåíèå. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ � ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ

äðîáü. Ðàçëîæèì çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè:
x4 − x2 = x2(x2 − 1) = x2(x− 1) (x + 1).

Çíàìåíàòåëü èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ x = 0, îäèí äåéñòâèòåëü-
íûé êîðåíü x = 1 è îäèí x = −1. Ïîýòîìó

1
x2(x− 1) (x + 1)

= A

x
+ B

x2 + C

x− 1 + D

x + 1 .

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà x2(x− 1) (x + 1), ïîëó÷èì

1 = Ax (x− 1) (x + 1) + B (x− 1) (x + 1) + C x2(x + 1) + D x2(x− 1).
Íàéäåì êîýôôèöèåíòû êîìáèíèðîâàííûì ìåòîäîì.

Ïðè x = 0, 1 = −B, ò.å. B = −1. Ïðè x = 1, 1 = 2C, ò.å. C = 1
2 .

Ïðè x = −1, 1 = −2D, ò.å. D = −1
2 .

Îñòàëîñü íàéòè êîýôôèöèåíò A. Äëÿ ýòîãî ñðàâíèì êîýôôèöèåíò
ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ xâ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà. Êîýô-
ôèöèåíò ïðè x3 â ëåâîé ÷àñòè ðàâåí íóëþ (x3 â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
îòñóòñòâóåò), à â ïðàâîé � A + C + D. Ïîëó÷èì

A + C + D = 0, A = − (C + D) = −
(1
2 −

1
2

)
= 0.

∫
d x

x2(x− 1) (x + 1)
=

∫ (
− 1

x2 + 1
2 ·

1
x− 1 −

1
2 ·

1
x + 1

)
d x =

= 1
x

+ 1
2 ln |x− 1 | − 1

2 ln |x + 1 |+ C = 1
2 + 1

2 ln
∣∣∣ x− 1

x + 1

∣∣∣ + C.
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Ïðèìåð 12.7 Âû÷èñëèòü
∫ x− 7

x3 − x2 + 5x− 5
d x.

Ðåøåíèå. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ � ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ
äðîáü. Ðàçëîæèì çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè:

x3 − x2 + 5x− 5 =
(
x3 − x2

)
+ (5x− 5) =

= x2 (x− 1) + 5 (x− 1) = (x− 1)
(
x2 + 5

)
.

Çíàìåíàòåëü èìååò äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü x = 1 è êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûå x = ±

√
5 i. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå íà ýëåìåíòàðíûå äðîáè

èìååò âèä x− 7
(x− 1) (x2 + 5)

= A

x− 1 + B x + C

x2 + 5
. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðà-

âåíñòâà íà (x− 1) (x2 + 5) ïîëó÷èì

x− 7 = A
(
x2 + 5

)
+ B x (x− 1) + C (x− 1) .

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû A, B, C êîìáèíèðîâàííûì ìåòîäîìý Ïðè x = 1,
−6 = 6A, ò.å. A = −1. Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ x â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà.

Ïðè x2 èìååò 0 = A + B, ïðè x1 èìååò 1 = −B + C. A + B =
= 0, B = −A, ò.å. B = 1. C −B = 1, C = B + 1, ò.å. C = 2.

Èòàê,
∫

x− 7
(x− 1) (x2 + 5)

d x =
∫ (

−1
x− 1 + x + 2

x2 + 5

)
d x = −

∫
d x

x− 1 +
∫

x + 2
x2 + 5

d x =

= − ln |x− 1 |+ 1
2

∫
2x d x

x2 + 5
+ 2

∫
d x

x2 + 5
= − ln |x− 1 |+ 1

2 ln
∣∣ x2 + 5

∣∣ +

+ 2√
5
arctg x√

5
+ C.

12.6. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1.
∫ (x− 1)dx

x2 + 6x + 8
. 2.

∫ (2x + 3)dx

x3 + x2 − 2x
.

3.
∫ (x2 + x− 1)dx

x3 + x2 − 6x
. 4.

∫ x2dx

x2 − 4x + 3
.

5.
∫ x4dx

(x2 − 1)(x + 2)
. 6.

∫ 5x3 + 9x2 − 22x− 8
x3 − 4x

dx.

7.
∫ (3x− 1)dx

x3 − 4x2 + x + 6
. 8.

∫ x2 + 2x + 6
x3 − 7x2 + 14x− 8

dx.

9.
∫ x5 + x4 − 8

x3 − 4x
dx. 10.

∫ (2x2 − 5)dx

x4 − 5x2 + 6
.



12.6. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 157

11.
∫ dx

(x + 5)(x− 3)2
. 12.

∫ (x− 8)dx

x3 − 4x2 + 4x
.

13.
∫ (3x + 2)dx

x(x + 1)3
. 14.

∫ x3 + 1
x(x− 1)3

dx.

15.
∫ x2dx

(x + 2)2(x + 4)2
. 16.

∫ y2dy

y3 + 5y2 + 8y + 4
.

17.
∫ dx

(x2 − 2x)2
. 18.

∫ x2dx

(x− 1)5
.

19.
∫ (

x + 2
x− 1

)2 dx

x
. 20.

∫ (7x3 − 9)dx

x4 − 5x3 + 6x2 .

21.
∫ x3 + 1

x3 − x2 dx. 22.
∫ x5 + 1

x4 − 8x2 + 16
dx.

23.
∫ 2x2 − 3x + 1

x3 + 1
dx. 24.

∫ x3 + x + 1
x4 − 81

dx.

25.
∫ xdx

x4 + 6x2 + 5
. 26.

∫ (3x− 7)dx

x3 + x2 + 4x + 4
.

27.
∫ z2dz

z4 + z2 − 2
. 28.

∫ dx

(x2 + 2)(x− 1)2
.

29.
∫ x3 + 3x2 − 3x + 1

(x + 1)2(x2 + 1)
dx. 30.

∫ 3x3 − x2 − 4x + 13
x2(x2 − 4x + 13)

dx.

31.
∫ x− 3

x(x2 − 6x + 13)
dx. 32.

∫ dx

x3 − 8
.

12.6.1. Îòâåòû. 1. ln
∣∣∣∣
(x + 4)5/2

(x + 2)3/2

∣∣∣∣ + C. 2. ln
∣∣∣∣

(x− 1)5/3

x3/2(x + 2)1/6

∣∣∣∣ + C.

3. ln 6√x(x− 2)3(x + 3)2 + C. 4. x + 1
2 ln

∣∣∣∣
(x− 3)9
x− 1

∣∣∣∣ + C.

5. x2

2 − 2x + 1
6 ln

∣∣∣∣
x− 1

(x + 1)3

∣∣∣∣ + 16
3 ln |x + 2|+ C.

6. 5x + ln |x2(x− 2)3(x + 2)4|+ C. 7. ln
∣∣∣∣

(x− 3)
(x + 1)1/3(x− 2)5/3

∣∣∣∣ + C.

8. ln
∣∣∣∣
(x− 13)(x− 4)5

(x− 2)7

∣∣∣∣ + C.

9.x
3

3 + x2

2 + 4x + ln
∣∣∣∣
x2(x− 2)5

(x + 2)3

∣∣∣∣ + C.

10. 1
2
√
2

ln
∣∣∣∣
x−

√
2

x +
√
2

∣∣∣∣ + 1
2
√
3

ln
∣∣∣∣
x−

√
3

x +
√
3

∣∣∣∣ + C.

11. 1
64 ln

∣∣∣x + 5
x− 3

∣∣∣− 1
8(x− 3) + C. 12. 3

x− 2 + ln (x− 2)2

x2 + C.

13. 4x + 3
2(x + 1)2

+ ln x2

(x + 1)2
+ C. 14. Ñ− x

(x− 1)2
+ ln (x− 1)2

|x| .
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15. Ñ− 5x + 12
x2 + 6x + 8

+ ln
(

x + 4
x + 2

)2
. 16. 4

y + 2 + ln |y + 1|+ C.

17. 1
4 ln

∣∣∣ x

x− 2

∣∣∣ − 1
2 · x− 1

x(x− 2) + C. 18.Ñ − 6x2 − 4x + 1
12(x− 1)4

19.

ln x4
∣∣∣ (x− 1)3

∣∣∣
− 9

x− 1 + C.

20. 3
2x −

5
4 ln |x|+ 20 ln |x− 3| − 47

4 ln |x− 2|+ C.

21. x + 1
x

+ ln (x− 1)2
|x| + C.

22. x2

2 − 33
16(x− 2) + 127

32 ln |x− 2|+ 31
16(x + 2) + 129

32 ln |x + 2|+ C.

23. 2 ln |x + 1| − 2√
3
arctg2x + 1√

3
+ C.

24. 31
108 ln |x− 3|+ 29

108 ln |x + 3|+ 2
9 ln(x2 + 9)− 1

54arctg
x

3 + C.

25. 18 ln x2 + 1
x2 + 5

+ C. 26. ln x2 + 4
(x + 1)2

+ 1
2arctg

x

2 + C.

27. 1
6 ln

∣∣∣z − 1
z + 1

∣∣∣ +
√
2
3 arctg z√

2
+ C. 28. 1

9 ln
∣∣∣∣

x2 + 2
(x− 1)2

∣∣∣∣ −

− 1
9
√
2
arctg x√

2
− 1

3(x− 1) + C.

29. Ñ− 3
x + 1 + 1

2 ln(x2 + 1)− 2arctgx. 30. Ñ− 1
x

+ 3
2 ln |x2 − 4x +

+ 13|+ 4
3arctg

x− 2
3 .

31. 3
26 ln(x2 − 6x + 13)− 3

13 ln |x|+ 2
13arctg

x− 3
2 + C.

32. 1
12 ln |x− 2| − 1

24 ln(x2 + 2x + 4)− 1
4
√
3
arctgx + 1√

3
+ C.



Ëåêöè ÿ 13
ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÑÏÎÑÎÁÛ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈß

13.1. Èíòåãðèðîâàíèå íåêîòîðûõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Èíòåãðàëû âèäà
∫

R(cosx, sin x)dx. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òàêèõ èíòå-
ãðàëîâ èñïîëüçóåòñÿ ïîäñòàíîâêà

t = tg
x

2 , sinx =
2tg x

2
1+ tg2

x

2
= 2t

1+ t2
, cosx =

1− tg2
x

2
1+ tg2

x

2
= 1− t2

1+ t2
,

x = 2arctgt, dx = 2dt

1+ t2
.

Â ðåçóëüòàòå òàêîé ïîäñòàíîâêè, ïîëó÷èì
∫

R(cosx, sin x)dx=
∫

R

(
1− t2

1+ t2
, 2t
1+ t2

)
2dt

1+ t2
.

Ïîëó÷èëè èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.
Ïðèìåð 13.1. Âû÷èñëèòü

∫ dx

1+ sinx
.

∫
dx

1+ sinx
=

∣∣∣∣∣∣∣

sinx = 2t
1+ t2

dx = 2dt

1+ t2

∣∣∣∣∣∣∣
= 2

∫
dt

(t + 1)2
=

= − 2
t + 1 + C = − 2

tg
x

2
+ 1

+ C.

Èíòåãðàëû âèäà
∫

cosmx sinn xdx. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. 1. ×èñëà
m è n ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè ïîíè-
æåíèÿ ñòåïåíè

sin2x = 1− cos2x
2 , cos2x = 1+ cos2x

2 .

Ïðèìåð 13.2. Âû÷èñëèòü
∫

cos2x sin2 xdx.
∫

cos2x, sin2 xdx=1
4

∫
(1− cos22x)dx =
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= 1
8

∫
dx− 1

8

∫
cos4xdx = 1

8x− 1
32sin4x + C.

2. Õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë m è n ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì. Ïóñòü n �
íå÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà

∫
cosmx sinn xdx=

∫
cosmx sinn−1 xsinxdx =

= |cosx = t| = −
∫

tm
(
1− t2

)n−1
2 dt.

Ïîëó÷èëñÿ èíòåãðàë îò ñòåïåííîé ôóíêöèè.
Ïðèìåð 13.3. Âû÷èñëèòü

∫
cos3x sin2 xdx.

∫
cos3x sin2 xdx=

∫
cos2x sin2 xcosxdx=

= |sinx = t| =
∫ (

1− t2
)
t2dt =

∫ (
t2 − t4

)
dt =

= t3

3 −
t5

5 + C = sin3x

3 − sin5x

5 + C.

Èíòåãðàëû âèäà
∫

sinnx cosmx xdx,
∫

sinnx sinmxxdx,
∫

cosnx cosmx xdx.
Äàííûå èíòåãðàëû ïðåîáðàçóþòñÿ â èíòåãðàëû, äîñòóïíûå íåïî-

ñðåäñòâåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

sinnx cosmx = 1
2 (sin(n + m)x + sin(n−m)x) ,

sinnx sinmx = 1
2 (cos(n−m)x− cos(n + m)x) ,

cosnx cosmx = 1
2 (cos(n−m)x− cos(n + m)x) .

Ïðèìåð 13.4. Âû÷èñëèòü
∫

sinx cos3xxdx.
∫

sinx cos3xxdx=1
2

∫
(sin4x− sin2x)dx =

= −cos4x
8 + cos2x

4 + C.

13.2. Èíòåãðàëû îò èððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Èíòåãðàëû âèäà
∫

R ( r1
√

x , · · · , rk
√

x ) dx. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñïîëü-
çóåòñÿ çàìåí ïåðåìåííûõ

x = tr, ãäå r � íàèìåíüøèé îáùèé çíàìåíàòåëü äðîáåé 1
r1
, · · · , 1

rk
.
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Ïðèìåð 13.5. Âû÷èñëèòü
∫ 4√x dx√

x + 1
.

∫ 4√x dx√
x + 1

=

∣∣∣∣∣∣
x = t4

dx = 4t3dt
t = 4√x

∣∣∣∣∣∣
= 4

∫
t4dt

t2 + 1
=

âûäåëÿåì öåëóþ ÷àñòü, ïîäåëèâ t4 íà t2 + 1

= 4
∫ (

t2 − 1+ 1
t2 + 1

)
dt = 4

(
t3

3 + t + arctgt

)
+ C =

= 4
3

4√
x3 − 4 4√x + arctg 4√x + C.

Èíòåãðàëû âèäà
∫

R

(
r1

√
ax + b

cx + k
, · · · , rk

√
ax + b

cx + k

)
dx. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

èñïîëüçóåòñÿ çàìåí ïåðåìåííûõ ax + b

cx + k
= tr, ãäå r � íàèìåíüøèé

îáùèé çíàìåíàòåëü äðîáåé 1
r1
, · · · , 1

rk
.

Ïðèìåð 13.6. Âû÷èñëèòü
∫ √

x + 1
x

dx.

∫ √
x + 1

x
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x + 1
x

= t2 x = 1
t2 − 1

dx = − 2tdt(
t2 − 1

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 2
∫

t2dt(
t2 − 1

)2 = 2
∫ (

A

(t + 1)2
+ B

t + 1 + C

(t− 1)2
+ D

t− 1

)
dt.

Íåîáõîäèìî íàéòè íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû

A (t− 1)2 + Ñ (t + 1)2 + Â (t− 1)2 (t + 1) + D (t + 1)2 (t− 1) = t2

Ïðè x = −1 èìååì 4A = 1 ! =⇒ A = 1/4, ïðè x = 1 èìååì 4C = 1 =⇒
⇒ C = 1/4.

Åñëè ðàñêðûòü ñêîáêè òî êîýôôèöèåíò ïðè t3 , Â + D, à ñâîáîäíûé
÷ëåí A + C + B −D. Ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó




Â + D = 0,
1
2 + B −D = 0, =⇒





B = −1
4 ,

D = 1
4 .

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷èì
∫ √

x + 1
x

dx = 1
2

∫ (
1

(t + 1)2
− 1

t + 1 + 1
(t− 1)2

+ 1
t− 1

)
dt =

= 1
2

(
ln

∣∣∣ t− 1
t + 1

∣∣∣− 1
t + 1 −

1
t− 1

)
+ C =

6 Öûêóíîâ À. Ì.
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= 1
2

(
ln

∣∣∣∣
√

x + 1 −√x√
x + 1 +

√
x

∣∣∣∣−
√

x√
x + 1 +

√
x
−

√
x√

x + 1 −√x

)
+ C.

Èíòåãðàëû âèäà
∫ Nx + M√

x2 + bx + c
dx. Â ïîäêîðåííîì âûðàæåíèè òðåáó-

åòñÿ âûäåëèòü ïîëíûé êâàäðàò∫
Nx + M√
x2 + bx + c

dx =
∫

Nx + M√(
x +

b

2

)2
− b2

4
+ c

dx =

=

∣∣∣∣∣∣
x + b

2 = t, dx = dt

x = t− b

2 , −
b2

4 + c = a

∣∣∣∣∣∣
= N

∫
tdt√
t2 + a

+
(
M −N

b

2

) ∫
dt√

t2 + a
=

= N
√

t2 + a +
(
M −N

b

2

)
ln

∣∣∣t +
√

t2 + a
∣∣∣ + C =

= N
√

x2 + bx + c +
(
M −N

b

2

)
ln

∣∣∣x + b

2 +
√

x2 + bx + c
∣∣∣ + C.

13.3. Ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà

Ýòè ïîäñòàíîâêè ïðèìåíÿþòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè åñòü âûðàæåíèå

√
ax2 + bx + c . Èçó÷èì äâå ïîäñòàíîâêè:

1. Ïóñòü a > 0.
√

ax2 + bx + c = t − x
√

a . Âîçâåäåì îáå ÷àñòè
äàííîãî óðàâíåíèÿ â êâàäðàò

ax2 + bx + c = t2 − 2tx
√

a + ax2.

Ðàçðåøèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x

x = t2 − c

2
√

a t + b
=⇒ dx = 2

√
a t2 + bt + c

√
a(

2
√

a t + b
)2 dt.

2. Ïóñòü x1, x2 -êîðíè óðàâíåíèÿ. Òîãäà√
a(x− x1)(x− x2) = t(x − x1). Âîçâåäåì îáå ÷àñòè äàííîãî óðàâ-

íåíèÿ â êâàäðàò

a(x− x1)(x− x2) = t2(x− x1)
2 =⇒ a(x− x2) = t2(x− x1) =⇒

=⇒ x = x1t
2 − ax2

t2 − a
=⇒ dx = 2a (x2 − x1) t(

t2 − a
)2 dt.

Ñìîòðåòü ïðèìåð 13.16.

13.4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîäñòàíîâêè
Ðàññìîòðèì òðè òèïà ïîäñòàíîâîê
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1.
∫√

a2 − x2 dx = |x = asint, dx = acostdt| = a2
∫

cos2tdt.

2.
∫√

a2 + x2 dx =
∣∣∣x = atgt, dx = adt

cos2t

∣∣∣ = a2
∫ dt

cos3t
.

3.
∫√

x2 − a2 dx =
∣∣∣x = a

cost
, dx = asint

cos2t
dt

∣∣∣ = a2
∫ sin2t

cos3t
dt.

Â ðåçóëüòàòå ïðèâåäåííûõ ïîäñòàíîâîê ïîëó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî ëåã-
êî èíòåãðèðóåìûå èíòåãðàëû. Ñìîòðåòü ïðèìåð 13.17

13.5. Èíòåãðèðîâàíèå áèíîìèíàëüíûõ
äèôôåðåíöèàëîâ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé òèï èíòåãðàëîâ∫
xm (a + bxn)p

dx.

ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå êîòîðûõ íîñèò íàçâàíèå áèíîìèíàëüíûõ
äèôôåðåíöèàëîâ.

Òåîðåìà ×åáûøåâà Ï. Ë. Èíòåãðàëû îò áèíîìèíàëüíûõ äèôôå-
ðåíöèàëîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè â òðåõ ñëó÷à-
ÿõ 1. p - öåëîå; 2. . p =e

s
, à m + 1

n
- öåëîå; 3. p =e

s
à m + 1

n
+ p - öåëîå.

1. Åñëè p - öåëîå, òî ïîëó÷àåì ñòåïåííóþ ôóíêöèþ ïðè öåëûõ
m è n, èëè èððàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ ïðè äðîáíûõ m è n. Ñïîñîáû
èíòåãðèðîâàíèÿ òàêèõ èíòåãðàëîâ óæå ðàññìîòðåíû.

2.Åñëè p =e

s
, à m + 1

n
- öåëîå, òî äåëàåòñÿ çàìåíà a + bxn = ts =⇒

⇒ x = n

√
ts − a

b
=⇒

dx = sts−1dt

n
√

b n
n
√

(ts − a)n−1
.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â èíòåãðàë, ïîëó÷èì
∫

(ts − a)
m
n

b
m
n

te
sts−1

nb
1
n (ts − a)

n−1
n

dt = s

nb
m+1

n

∫
(ts − a)

m+1
n
−1

ts+e−1dt.

Òàê êàê s, e è m + 1
n

ÿâëÿþòñÿ öåëûìè âåëè÷èíàìè, òî â ðåçóëüòàòå,
â çàâèñèìîñòè îò èõ çíà÷åíèé, ïîëó÷èì ñòåïåííóþ èëè äðîáíî ðàöèî-
íàëüíóþ ôóíêöèþ. Ñìîòðåòü ïðèìåð 13.18.

3. Åñëè p =e

s
, à m + 1

n
+ p � öåëîå, òî äåëàåòñÿ çàìåíà a

xn + b =

= ts =⇒ x = n
√

a

ts − b
,

dx = 1

n n

√(
a

ts − b

)n−1

(
− asts−1

(ts − b)2

)
dt.

6*
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Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èì
∫

a
m
n

(ts − b)
m
n

(
a + b

a

ts − b

) e
s (ts − b)

n−1
n

na
n−1

n

(
− asts−1

(ts − b)2

)
dt =

= −sa
m+1

n

n

∫
(ts − b)

1−
(

m+1
n

+p
)

(ts − b)2
te+s−1dt.

Òàê êàê s, e è m + 1
n

+ p ÿâëÿþòñÿ öåëûìè âåëè÷èíàìè, òî â ðåçóëü-
òàòå, â çàâèñèìîñòè îò èõ çíà÷åíèé, ïîëó÷èì ñòåïåííóþ èëè äðîáíî
ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ. Ñìîòðåòü ïðèìåð 13.19.

Çàìå÷àíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íå âñÿêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíê-
öèÿ èìååò ýëåìåíòàðíóþ ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèþ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ìîæíî ïðèâåñòè èíòåãðàëû îò äèôôåðåíöèàëüíûõ áèíîìîâ, äëÿ êîòî-
ðûõ íå âûïîëíåíà òåîðåìà ×åáûøåâà. Ñëåäóþùèå èíòåãðàëû

∫
ex

xn dx,
∫

sinx

xn dx

∫
cosx

xn dx,

ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òîæå íå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå
ôóíêöèè. Ïðè ýòîì íåêîòîðûå èíòåãðàëû íå èìåþùèå ïåðâîîáðàçíûå
â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ìàòåìàòèêå è
â åå ïðèëîæåíèÿõ. Ê íèì ñëåäóåò îòíåñòè èíòåãðàë∫

e−x2
dx, êîòîðûé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòè, à

òàêæå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû
∫

dx√
1− k2sin2x

,
∫ √

1− k2sin2x dx, 0 < k < 1.

13.6. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Êàêèå òèïû èíòåãðàëîâ îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé âàì
èçâåñòíû, è êàê îíè èíòåãðèðóþòñÿ?

2. Êàêèå òèïû èíòåãðàëîâ îò èððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé âàì èçâåñò-
íû, è êàê îíè èíòåãðèðóþòñÿ?

3. Äëÿ ÷åãî èñïîëüçóþòñÿ ïîñòàíîâêè Ýéëåðà?
4. Êàêèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîäñòàíîâêè âàì èçâåñòíû, è äëÿ

êàêèõ èíòåãðàëîâ îíè ïðèìåíÿþòñÿ.
5. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó ×åáûøåâà.

13.7. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 13.7. Âû÷èñëèòü
∫ dx

cos4x
.
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Ðåøåíèå.
∫

dx

cos4x
=

∫ (
tg2x + 1

) dx

cos2x
=

∣∣∣∣∣
t = tgx

dt = dx

cos2x

∣∣∣∣∣ =

=
∫ (

t2 + 1
)
dt = t3

3 + t + C = tg3x

3 + tgx + C.

Ïðèìåð 13.8. Âû÷èñëèòü
∫ dx

cosx
.

Ðåøåíèå. ∫
dx

cosx
=

∫
d(sinx)

cos2x
= |sinx = t| =

∫
dt

1− t2
=

= 1
2 ln

∣∣∣1+ t

1− t

∣∣∣ + C = 1
2 ln

∣∣∣1+ sinx

1− sinx

∣∣∣ + C.

Ïðèìåð 13.9. Âû÷èñëèòü
∫

tg2xdx.
Ðåøåíèå. ∫

tg2xdx =
∫ ( 1

cos2x
− 1

)
dx = tgx− x + C.

Ïðèìåð 13.10. Âû÷èñëèòü
∫

sin 5x · cos 8x d x.
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé â ñóììó

sin 5x · cos 8x = 1
2 (sin (5− 8) x + sin (5+ 8) x) = 1

2 (sin (−3x) + sin 13x) =

= 1
2 (sin 13x− sin 3x).

Òàêèì îáðàçîì,
∫

sin 5x · cos 8x dx = 1
2

∫
(sin 13x− sin 3x) d x =

= 1
2

(
− 1
13 cos 13x + 1

3 cos 3x
)

+ C.

Ïðèìåð 13.11. Âû÷èñëèòü
∫

sin2 x · cos3 x d x.
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

sin2 x · cos3 x dx = sin2 x · cos2 x · cosx d x = sin2 x · (1− sin2 x) d (sinx) .∫
sin2 x · cos3 x dx =

∫
(sin2 x− sin4 x) d (sinx) = [ sin x = t ] =

=
∫

(t2 − t4) d t = t3

3 −
t5

5 + C = sin3 x

3 − sin5 x

5 + C.

Ïðèìåð 13.12. Âû÷èñëèòü
∫

sin4 2x d x.
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ

sin4 2x = (sin2 2x)2 =
(1− cos 4x

2

)2
= 1

4
(
1− 2 cos 4x + cos2 4x

)
=
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= 1
4

(
1− 2 cos 4x + 1+ cos 8x

2

)
= 1

8 ( 2− 4 cos 4x + 1+ cos 8x) =

= 1
8 ( 3− 4 cos 4x + cos 8x) .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì∫
sin4 2x dx = 1

8

∫
( 3− 4 cos 4x + cos 8x) d x =

= 1
8

(
3x− sin 4x + 1

8 sin 8x
)

+ C.

Ïðèìåð 13.13. Âû÷èñëèòü
∫ d x

5+ 3 sin x
.

Ðåøåíèå. Âûðàçèì sin x è cosx ÷åðåç íîâóþ ïåðåìåííóþ t =
= tg x

2 ,
x

2 = arctg t, x = 2 arctg t,

d x = 2 d t

1+ t2
· 2 t. sin x =

2 tgx

2
1+ tg2 x

2

, sin x = 2 t

1+ t2
.

d t

5+ 3 sin t
= 2 d t(

5+
6 t

1 + t2

)
·
(
1+ t2

) = 2 d t

5 t2 + 6 t + 5
.

∫
d x

5+ 3 sin x
= 2

∫
d t

5 t2 + 6 t + 5
=

Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò

5 t2 + 6 t + 5 = 5
(
t2 + 6

5 t + 1
)

= 5
(
t2 + 2 · 35 t + 9

25 −
9
25 + 1

)
=

= 5
((

t + 3
5

)2
+ 16

25

)
.

Òîãäà áóäåì èìåòü
∫

d x

5+ 3 sin x
= 2

5

∫
d t

(
t +

3
5

) 2
+

16
25

= 2
5 ·

5
4 arctg

(
t +

3
5

)
· 5

4 + C =

= 1
2arctg

5 tgx

2
+ 3

4 + C.

Ïðèìåð 13.14. Âû÷èñëèòü
∫ x2
√

x− 1
d x.

Ðåøåíèå.∫
x2

√
x− 1

d x =
∫

x2

(x− 1)
1/2

d x =
∣∣∣∣

x− 1 = t2, x = t2 + 1 ,
d x = 2 t d t , t =

√
x− 1

∣∣∣∣ =

=
∫

(t2 + 1)2
t

· 2 t d t = 2
∫

(t4 + 2 t2 + 1) d t = 2
5 t5 + 4

3 t3 + 2 t + C =
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= 2
5

√
(x− 1)5 + 4

3

√
(x− 1)3 + 2

√
x− 1 + C.

Ïðèìåð 13.15. Âû÷èñëèòü
∫ d x

x
√
9− x2

.
Ðåøåíèå.. Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó x = 3 sin t, d t = 3 cos t d t.

∫
d x

x
√
9− x2

=
∫

3 cos t d t

9 sin t ·
√
9− 9 sin2 t

=
∫

cos t d t

3 sin t · 3 cos t
= 1

9

∫
d t

sin t
=

= 1
9 ln

∣∣∣ tg t

2

∣∣∣ + C =
∣∣∣ t = arcsin x

3

∣∣∣ = 1
9 ln

∣∣∣∣∣∣
tg

(
arcsin

x

3

)

2

∣∣∣∣∣∣
+ C.

Èçâåñòíî, ÷òî tg α

2 = sin α

1+ cos α
, ïîýòîìó

tg
arcsin

x

3
2 =

sin
(
arcsin

x

3

)

1+ cos
(
arcsin

x

3

) =
x

3

1+

√
1− sin2

(
arcsin

x

3

) =

= x

3
(
1+

√
1−

(
x

3

)2
) = x · 3

3
(
3+

√
9− x2

) = x

3+
√
9− x2

.

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíûé îòâåò
∫ d x

x
√
9− x2

= 1
9 ln

∣∣∣∣
x

3+
√
9− x2

∣∣∣∣ + C.

Ïðèìåð 13.16. Íàéòè
∫√

x2 + x + 1 dx.

∫ √
x2 + x + 1 dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣

√
x2 + x + 1 = t− x

x2 + x + 1 = t2 − 2tx + x2

x = t2 − 1
2t + 1 , dx = 2 t2 + t + 1

(2t + 1)2
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 2
∫ (

t− t2 − 1
2t + 1

)
t2 + t + 1
(2t + 1)2

dt = 2
∫ (

t2 + t + 1
)2

(2t + 1)3
dt
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Ïîä èíòåãðàëîì íåïðàâèëüíàÿ äðîáü. Ïîýòîìó âûïîëíèì äåëåíèå

t4 + 2t3 + 3t2 + 2t + 1

∣∣∣∣∣∣
8t3 + 12t2 + 6t + 1

t

8
+

1
16

−
(

t4 + 3
2 t3 + 3

4 t2 + 1
8 t

)

1
2 t3 + 9

4 t2 + 15
8 t + 1

−
(
1
2 t3 + 3

4 t2 + 3
8 t + 1

16

)

3
2 t2 + 3

2 t + 15
16

Òîãäà ïîëó÷èì

2
∫ (

t2 + t + 1
)2

(2t + 1)3
dt =

∫ (1
4 t + 1

8

)
dt+

∫ 3t2 + 3t +
15
8

(2t + 1)3
dt =

= 1
8

(
t2 + t

)
+

∫ (
A

(2t + 1)3
+ B

(2t + 1)2
+ C

2t + 1

)
dt.

Îïðåäåëÿåì íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû

A + B (2t + 1) + C (2t + 1)2 = 3t2 + 3t + 15
8 .

Ïðè t = −1
2 =⇒ A = 9

8 . Åñëè ðàñêðûòü ñêîáêè, òî ïîëó÷èì

4Ct2 + (2B + 4C) t + (A + B + C) = 3t2 + 3t + 15
8 .

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèé èñêîìûõ êîýôôèöèåí-
òîâ {

4C = 3,
2B + 4C = 3 =⇒

{
C = 3

4 ,
B = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì
∫ √

x2 + x + 1 dx = 1
8

(
t2 + t

)
+

∫ (
9

8 (2t + 1)3
+ 3

4 (2t + 1)

)
dt =

= 1
8

(
t2 + t

)− 9
32 (2t + 1)2

+ 3
8 ln |2t + 1|+ C =

= 1
8

((
x +

√
x2 + x + 1

)2
+ x +

√
x2 + x + 1

)
−

− 9

32
(
2

(
x +

√
x2 + x + 1

)
+ 1

)2 + 3
8 ln

∣∣∣2
(
x +

√
x2 + x + 1

)
+ 1

∣∣∣ + C.
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Ïðèìåð 13.17. Âû÷èñëèòü
∫√

3− 2x− x2 dx. Âûäåëèì ïîëíûé êâàä-
ðàò ∫ √

3− 2x− x2 dx =
∫ √

4− (x + 1)2 dx =

=

∣∣∣∣∣∣

x + 1 = 2sint
dx = 2costdt

t = arcsin
(

x + 1
2

)
∣∣∣∣∣∣
= 4

∫ √
1− sin2t costdt = 4

∫
cos2tdt =

= 2
∫

(1+ cos2t) dt = 2t + sin2t + C =

= 2arcsin
(

x + 1
2

)
+ sin

(
2arcsin

(
x + 1
2

))
+ C.

Ïðèìåð 13.18. Âû÷èñëèòü
∫ 3

√
1+ 4√x√

x
dx.

Ðåøåíèå. Ýòî èíòåãðàë îò áèíîìèíàëüíîãî äèôôåðåíöèàëà.
Â äàííîì ñëó÷àå m = −1

2 , n = 1
4 , p = 1

3 ,
m + 1

n
= − (1/2) + 1

1/4 = 2.
Èìååì âòîðîé ñëó÷àé.

1+ x
1
4 = t3, x =

(
t3 − 1

)4 , dx = 4
(
t3 − 1

)3 3t2dt.

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè â èñõîäíûé èíòåãðàë, ïîëó÷èì
∫

x−
1
2
(
1+ x

1
4
) 1

3
dx = 12

∫ (
t3 − 1

)−2
t
(
t3 − 1

)3
t2dt =

= 12
∫ (

t3 − 1
)
t3dt = 12

(
t7

7 −
t4

4

)
+ C =

= 12
7

3
√(

1+ 4√x
)7 − 3 3

√(
1+ 4√x

)4
+ C.

Ïðèìåð 13.19. Âû÷èñëèòü
∫ 5

√
1+ 3√x

x · 5√
x2

d x.
Ðåøåíèå. Ýòî èíòåãðàë îò áèíîìèíàëüíîãî äèôôåðåíöèàëà.

Ïåðåïèøåì èíòåãðàë â âèäå
∫

x−
7
5
(
1+ x

1
3
) 1

5
d x è ñðàâíèì åãî ñ

∫
xm(a + b xn)P d x. m = −7

5 , n = 1
3 , p = 1

5 . Âû÷èñëèì
m + 1

n
= −6

5
� íå öåëîå ÷èñëî, äàëåå m + 1

n
+ p = −6

5 + 1
5 = −1 � öåëîå ÷èñëî.

Ïîëó÷èëñÿ òðåòèé ñëó÷àé. Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó x−
1
3 + 1 = t5,

x = (t5 − 1)−3, d x = −3 (t5 − 1)−4 · 5 t4d t = −15 t4(t5 − 1)−4d t.
∫

x−
7
5
(
1+ x

1
3
) 1

5
d x =

∫
x−

7
5
(
x
1
3
(
x−

1
3 + 1

)) 1
5
d x =
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=
∫

x−
7
5 · x 1

15
(
x−

1
3 + 1

) 1
5
d x = =

∫
x−

4
3
(
x−

1
3 + 1

) 1
5
d x =

=
∫ ((

t5 − 1
)−3)− 4

3 · t · (−15) t4 · (t5 − 1
)−4

d t =

= −15
∫ (

t5 − 1
) 4 · t5 (

t5 − 1
)−4

d t = −15
∫

t5d t = −15 t6

6 + C = −5
2 t3 =

=
∣∣∣∣ t =

5
√

x−
1
3 + 1

∣∣∣∣ = −5
2

5
√(

x−
1
3 + 1

) 3
+ C.

13.8. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1.
∫

sin 6x · cos 7x d x. 2.
∫

cos 3x · cos 9x dx.
3.

∫
sin 2x · sin 5x dx. 4.

∫
cos 3x · sin 5x d x.

5.
∫

cos 6x · cos 8x d x. 6.
∫

sin 3x · sin 7x d x.
7.

∫
sin3 x dx. 8.

∫
cos5 x d x.

9.
∫

cos2 x · sin3 x d x. 10.
∫

sin2 x · cos5 x d x.
11. . 12.

∫ d x

2− sin x
.

13.
∫ cos x

1+ cos x
d x. 14.

∫ d x

cos x + 2 sin x + 3 .

15.
∫ d x

2 sin x− 2 sin x− 1 . 16.
∫

cos4 x dx.
17.

∫
sin2 x · cos2 x dx. 18.

∫
sin4 x · cos2 x d x.

19.
∫
tg4x d x. 20.

∫
tg3x dx.

21.
∫
ctg3x d x.

22.
∫ dx

sin x
. 23.

∫ dx

cos x
.

24.
∫ 1+ sin x

sin x (1+ cos x)
dx. 25.

∫ dx

4− 5 sin x
.

26.
∫ dx

5+ 4 sin 2x . 27.
∫ cos xdx

1+ cos x
.

28.
∫ dx

8− 4 sin x + 7 cos x
. 29.

∫ dx

5+ 4 sin x + 3 cos x
.

30.
∫ 2− sin x

2+ cos x
dx. 31.

∫ sin x + cos x

3+ sin 2x dx.

32.
∫ dx

3 cos2 x + 4 sin2 x
. 33.

∫ dx

sin2 x− 4 sin x cos x + 5 cos2 x
.

34.
∫ cos2 x

sin2 x− tg2x
dx. 35.

∫
cos 2

(7
2x

)
dx.
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hline 36.
∫

sin4 3x dx. 37.
∫

sin2 x · cos4 xdx.

38.
∫

cos4 x · sin3 xdx. 39.
∫ sin3 x

cos x− 3dx.

40.
∫ cos3 x

sin4 x
dx. 41.

∫ dx

cos3 2x
.

42.
∫ dx

cos x · sin3 x
. 43.

∫ sin3 x

1+ cos2 x
dx.

44.
∫

sin x

3 · cos x

4dx. 45.
∫

sin 4x · sin 6xdx.

46.
∫ 1

ctg4x
dx. 47.

∫
ctg54xdx.

48.
∫√

x
(
1+ 3√x

)4
dx. 49.

∫
x3

(
1− x2

)− 3
2 dx.

50.
∫

x
√
1+ x4 dx. 51.

∫ √
x(

1+ 3√x
)2 dx.

52.
∫

x5(1+ x2)
2
3 dx. 53.

∫
√
4+ 3√x
3√
x2

dx.

54.
∫ 3√x

3
√
1+ 3 3√

x2 dx. 55.
∫ 4

√
(1+

√
x )3 dx.

56.
∫

√
2− 3√x
3√x

dx. 57.
∫ dx

x2 3
√

(1+ x3)2
.

58.
∫ 2− x

4x2 + 16x− 12
dx. 59.

∫ dx√
x2 − 4x + 5

.

60.
∫ dx√

2x2 − x + 3
. 61.

∫ dx√
5− 2x− 3x2

.

62.
∫ (3x− 2)dx√

x2 − 7x + 8
. 63.

∫ (5x + 11)dx√
6x− x2 − 5

.

Îòâåòû

1. 12
(
cosx− 1

13 cos 13x
)

+ C. 2. 12
(1
6 sin 6x + 1

12 sin 12x
)

+ C.

3. 12
(1
3 sin 3x− 1

7 sin 7x
)

+ C. 4. 12
(
−1
8 cos 8x− 1

2 sin 2x
)

+ C.

5. 12
(1
2 sin 2x + 1

14 sin 44x
)

+ C. 6. 12
(1
4 sin 4x− 1

10 sin 10x
)

+ C.

7. cos3 x

3 − cosx + C. 8. sin x− 2
3 sin3 x + 1

5 sin5 x + C.

9. 15 cos5 x− 1
3 cos3 x + C. 10. 13 sin3 x− 2

5 sin5 x + 1
7 sin7 x +

+ C.

11. 2
√

sin x
(
1− 1

5 sin2 x
)

+ C. 12. 2√
3
arctg

2 tgx

2
− 1

√
3

+ C.

22. ln
∣∣∣tgx

2

∣∣∣ + C.
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13. x− tgx

2 + C. 14. arctg
(
1+ tgx

2

)
+ C.

15. 12 ln
∣∣∣ 2tgx

2 − 1
∣∣∣ + C. 16. 1

4

(3
2x + sin 2x + 1

8 sin 4x
)

+
+ C.

17. 18x− 1
32 sin 4x + C.

18. 1
16

(
x− 1

4 sin 4x− 1
4 sin 2x + 1

12 sin 6x
)

+ C

19. 13 tg
3x− tgx + x + C. 20. 12 tg

2x + ln | cosx |+ C.

21. −1
2 ctg2x− ln | sinx |+ C.

23. ln
∣∣∣tg

(
π

4 + x

2

)∣∣∣ + C. 24. 14 tg
2 x

2 + tgx

2 + 1
2 ln

∣∣∣tgx

2

∣∣∣ + C.

25. 13 ln

∣∣∣∣∣
2tgx

2
− 4

2tgx

2
− 1

∣∣∣∣∣ + C. 26. 13arctg
5tg x + 4

3 + C. 27. x− tg x

2 + C.

28. ln

∣∣∣∣∣
tgx

2
− 5

tgx

2
− 3

∣∣∣∣∣ + C. 29. Ñ − 1
tgx

2
+ 2

.30. ln (2 + cos x) +

+ 4√
3
arctg

(
1√
3
tgx

2

)
+ C.

31. 14 ln
∣∣∣ sin x− cos x + 2
sin x− cos x− 2

∣∣∣ + C. 32. 1
2
√
3
arctg2tgx√

3
+ C.

33. arctg(tg x − 2) + C. 34. 1
3tg3x

+ 1
tgx

− x + C. 35. 1
2x +

+ 1
14 sin 7x + C.

36. 38x− 1
12 sin 6x + 1

96 sin 12x + C. 37. 1
16x + 1

64 sin 2x −
1
64 sin 4x−

− 1
192 sin 6x + C.

38. C − 1
5 cos5 x + 1

7 cos7 x. 39. 1
2 cos2 x + 3 cosx + 8 ln | cos x − 3| +

+ C.
40. C − 1

3 sin3 x
+ 1

sin x
.41. 18 ln

∣∣∣ 1+ sin x

1− sin x

∣∣∣ + 1
4

sin 2x
cos2 2x

+ C.

42. ln |tgx| − 1
2 sin2 x

+ C.

43. cosx− 2arctg(cos x) + C.44. C − 6 cos x

12 − 6
7 cos 7x

12 .

45. 14 sin 2x− 1
20 sin 10x + C.46. 13 tg3x− tgx + x + C.

47. C − 1
16 sin4 4x

+ 1
4 sin2 4x

+ 1
4 ln | sin 4x|. 48. 2

3x3/2 + 24
11x11/6 +

+ 36
13x13/6 + 8

5x5/2 + 6
17x17/6 + C.

49. 2− x2
√
1− x2

+ C. 50. 14x2 · √1+ x4 + 1
4 ln

∣∣x2 +
√
1+ x4

∣∣ + C.
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51. 65
6√
x5 − 4√x + 18 6√x + 3 6√x

1+ 3√x
− 21 arctg 6√x + C.

52. 3
22 (1+ x2)11/3 − 3

8 (1+ x2)8/3 + 3
10 (1+ x2)5/3 + C.

53. 2
(
4+ 3√x

)3/2 + C.
54. 1

14

(
1+ 3 3√

x2
)7/3

− 1
8 (1+ 3 3√

x2
)4/3

+ C.

55. 8
77 (7√x − 4) (1+

√
x )7/4 + C. 56. C − 2

5
(
4+ 3 3√x

)
(2 − 3√x

)3/2.

57. −
3√1+ x3

x
+ C. 58. −1

8 ln
∣∣x2 + 4x− 3

∣∣ + ln
∣∣∣∣
x + 2−

√
7

x + 2+
√
7

∣∣∣∣ + C.

59. ln
∣∣ x− 2+

√
x2 − 4x + 5

∣∣ + C.
60. 1√

2
ln

∣∣∣∣x−
1
4 + 1√

2
·
√
2x2 − x + 3

∣∣∣∣ + C. 61. 1√
3

arcsin 3x + 1
4 +

+ C.
62. 3

√
x2 − 7x + 8 + 17

2 ln
∣∣∣ x− 7

2 +
√

x2 − 7x + 8
∣∣∣ + C.

63. C − 5
√
6x− x2 − 5 + 26 arcsin x− 3

2 .



Ëåêöè ÿ 14

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÉ ÈÍÒÅÃÐÀË

14.1. Ïîíÿòèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà
Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) íà îòðåçêå [a, b].

Ðàçîáüåì ýòîò îòðåçîê íà n ñåãìåíòîâ [xi−1, xi] íå ñîâïàäàþùèìè äðóã
ñ äðóãîì òî÷êàìè a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Îáîçíà÷èì ýòî ðàçáèåíèå
ñèìâîëîì Tn.

Ðèñ. 14.1.

Âîçüìåì íà êàæäîì ñåã-
ìåíòå [xi−1, xi] ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó zi, è îáîçíà÷èì ñèìâî-
ëîì ∆xi = xi − xi−1 äëèíó îò-
ðåçêà [xi−1, xi] .

Îïðåäåëåíèå 14.1. ×èñëî

JT (f) =
n∑

i=1
f(zi)∆xi

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé
ñóììîé, ñîîòâåòñòâóþùåé
äàííîìó ðàçáèåíèþ Tn è
äàííîìó âûáîðó òî÷åê zi

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ ìàêñè-
ìàëüíóþ äëèíó èìåþùèõñÿ îòðåçêîâ [xi−1, xi]

∆ = max{∆x1, · · · , ∆xn}

Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè ñòóïåí÷à-
òîé ôèãóðû íà ðèñ. 14.1. ßñíî, ÷òî ýòà ïëîùàäü çàâèñèò îò ñïîñîáà
ðàçáèåíèÿ è âûáîðà òî÷åê zi ∈ [xi−1, xi] Åñëè óâåëè÷èâàòü êîëè÷åñòâî
òî÷åê â ðàçáèåíèè îòðåçêà [a, b], òî âåëè÷èíà ïëîùàäè ñòóïåí÷àòîé
ôèãóðû áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, çà-
êëþ÷åííîé ìåæäó îñüþ àáñöèññ è ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x)

Îïðåäåëåíèå 14.2 Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé
ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a, b], åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî I, ÷òî
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äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé îòðåçêà [a, b] è ëþáîãî
âûáîðà òî÷åê zi ∈ [xi−1, xi] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
4→0

n∑

i=1
f(zi)∆xi = I (14.1)

Ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì è îáîçíà÷àåòñÿ

lim
4→0

n∑

i=1
f(zi)∆xi =

b∫

a

f(x)dx. (14.2)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî n → 0⇔ ∆ → 0. Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

lim
4→0

JT (f) =

b∫

a

f(x)dx

×àñòî óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ ýêâèâàëåíòíûì îïðåäåëåíèåì.
Îïðåäåëåíèå 14.3. ×èñëîI íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì èíòåãðà-

ëîì ôóíêöèè y = f(x) íà îòðåçêå [a, b] ,åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0
è ëþáîãî ðàçáèåíèÿ Tn è âûáîðà òî÷åê zi ∈ [xi−1, xi] ñóùåñòâóåò
÷èñëî δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà |∆| < δ(ε) ñëåäóåò

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
f(zi)∆xi − I

∣∣∣∣∣ < ε

Òåîðåìà 14.1. Íåîãðàíè÷åííàÿ íà ñåãìåíòå [a, b] ôóíêöèÿ y = f(x)
íå èíòåãðèðóåìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åííà, òî ïðè
ëþáîì ñïîñîáå ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a, bíàéäåòñÿ îòðåçîê [xk−1, xk], íà
êîòîðîì îíà áóäåò íåîãðàíè÷åííà. Òîãäà ñëàãàåìîå f(zK)∆xk ìîæíî
ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì ïóòåì âûáîðà çíà÷åíèÿ zK . Ñëåäîâà-
òåëüíî, èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ïðè òàêîì âûáîðå zK íå îãðàíè÷åíà, à
çíà÷èò îíà áóäåò èìåòü êîíå÷íîãî ïðåäåëà.¤

14.2. Âåðõíèå è íèæíèå èíòåãðàëüíûå ñóììû Äàðáó.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b]. Îñóùåñòâèì ðàç-

áèåíèå ýòîãî îòðåçêà íà n ñåãìåíòîâ [xi−1, xi] íå ñîâïàäàþùèìè äðóã
ñ äðóãîì òî÷êàìè a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Îáîçíà÷èì ýòî ðàçáèåíèå
ñèìâîëîì Tn. Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè Mi è mi òî÷íûå âåðõíèå è íèæíèå
ãðàíè ýòîé ôóíêöèè íà ÷àñòè÷íûõ ñåãìåíòàõ [xk−1, xk]

Ñóììû
ST =

n∑

i=1
Mi∆xi, sT =

n∑

i=1
mi∆xi
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íàçûâàþòñÿ âåðõíåé è íèæíåé ñóììàìè Äàðáó. Ýòè ñóìì ÷èñëåííî
ðàâíû ïëîùàäÿì ñòóïåí÷àòûõ ôèãóð. Èç ðèñ.14.2 ñëåäóåò ST > sT .
Çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî åñëè ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé
ïðÿìîé.

14.2.1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà âåðõíèõ è íèæíèõ ñóìì.. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ñâîéñòâà, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïðè èçó-
÷åíèè äàííîãî êóðñà.

Ðèñ. 14.2.

1. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî
ðàçáèåíèÿ Tè∀ε > 0 ïðîìåæóòî÷íûå
òî÷êè zi ∈ [xi−1, xi] ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òî áóäåò ñïðàâåäëèâî îäíî èç
íåðàâåíñòâ

0 6 ST − JT (f) < ε

0 6 JT (f)− sT < ε

Êðîìå òîãî, sT 6 JT (f) 6 ST

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äî-
êàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî íåðà-
âåíñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõ-
íåé ãðàíè, äëÿ ∀ε > 0 ∃zi ∈ [xi−1, xi]:

Mi − f(zi) <
ε

b− a
. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà ∆xi è ñêëàäûâàÿ

âñå íåðàâåíñòâà ïðè i = 1, n, ïîëó÷èì
n∑

i=1
Mi∆xi −

n∑

i=1
f(zi)∆xi < ε

Ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà sT 6 JT (f) 6 ST ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ
0 6 ST − JT (f), 0 6 JT (f)− sT ?

Ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî íåðàâåíñòâà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
2. Åñëè ðàçáèåíèå T1 > T ò. å. êîëè÷åñòâî ÷àñòè÷íûõ ñåãìåíòîâ

ïðè ðàçáèåíèè T1 áîëüøå, ÷åì ïðè T , òîsT1 > sT , ST1 6 ST .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî ñâîéñòâî, êîãäà

ê ðàçáèåíèþ T äîáàâëÿåòñÿ îäíà òî÷êà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ
ðàçáèåíèå T1 Ðàçäåëèì ñåãìåíò [xi−1, xi] íà äâà îòðåçêà

[xi−1, x
′
] è [x

′ , xi]. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ∆x
′
i = x

′ − xi−1, ∆x
′′
i =

= xi − x
′

∆xi = ∆x
′
i + ∆x

′′
i . Ñèìâîëàìè M

′
i , M

′′
i îáîçíà÷èì òî÷íûå

âåðõíèå ãðàíè ôóíêöèè íà îòðåçêàõ [xi−1, x
′
] è [x

′ , xi] ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâà Mi > M

′
i , Mi > M

′′
i , ïîëó÷èì

ST − ST1 = Mi

(
∆x

′
i + ∆x

′′
i

)
−M

′
i ∆x

′
i −M

′′
i ∆x

′′
i =

=
(
Mi −M

′
i

)
∆x

′
i +

(
Mi −M

′′
i

)
> 0¤

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ íèæíèõ ñóìì àíàëîãè÷íî.
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Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçáèåíèé T1, T2 ñåãìåíòà [a, b]
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

sT1 6 ST2 , sT2 6 ST1

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ðàçáèåíèå T > T1, T > T2. Òîãäà ïî
ñâîéñòâó 2 èìååì

sT1 6 sT 6 S
T

6 ST1 , sT2 6 sT 6 S
T

6 ST2

Ïîìåíÿâ ìåñòàìè sT1 è sT2 , ïîëó÷èì sT1 6 ST2 , sT2 6 ST1 . ?
3 ÅñëèJT (f) èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ðàçáèåíèÿ T îòðåçêà [a, b] , òî

sT = inf
zi

JT (f) 6 JT (f) 6 sup
zi

JT (f) = ST , i = 1, n/

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôîðìóëà inf
zi

JT (f) îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî âû-
áðàòü òàêèå òî÷êè z1, i = 1, n, ÷òîáû ôóíêöèÿ JT (f) ïðèíÿëà íàèìåíü-
øåå çíà÷åíèå ïðè äàííîì ðàçáèåíèè. Ýòî óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî,
åñëè f(zi) = mi, i = 1, n, à ýòî çíà÷èò, ÷òî sT = inf

zi

JT (f). Àíàëîãè÷íî
sup
zi

JT (f) � ýòî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ïðè âñåâîçìîæíûõ

âûáîðàõ z1, i = 1, n. Îíî áóäåò íàèáîëüøèì, åñëè f(zi) = Mi. Òîãäà
sup
zi

JT (f) = ST . Èç óñëîâèÿ sT 6 JT (f) 6 ST ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
óòâåðæäåíèÿ .¤

4. Ìíîæåñòâî âåðõíèõ ñóìì äàííîé ôóíêöèè f(x) äëÿ âñåâîç-
ìîæíûõ ðàçáèåíèé îòðåçêà [a, b] îãðàíè÷åíî ñíèçó, à ìíîæåñòâî
íèæíèõ ñóìì îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Êðîìå òîãî åñëè I = inf

T
ST , I =

= sup
T

sT (×èñëà I è I íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíèì è íèæíèì

èíòåãðàëàìè Äàðáó), òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî I 6 I.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñëåäñòâèÿ ê ñâîéñòâó 2, ñëåäóåò îãðà-

íè÷åííîñòü ìíîæåñòâ âåðõíèõ è íèæíèõ ñóìì ñîîòâåòñòâåííî ñíèçó è
ñâåðõó è ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà I 6 I. ¤

14.3. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
èíòåãðèðóåìîñòè

Òåîðåìà 14.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷åííàÿ íà îòðåçêå [a, b]
ôóíêöèÿ f(x) áûëà èíòåãðèðóåìà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

lim
4→0

(ST − sT ) = 0. (14.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ (14.3) èìååì ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0
òàêîå, ÷òî, åñëè ∆ < δ(ε), òî

|ST − sT | < ε. (14.4)
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Òàê êàê ST > sT , òî íåðàâåíñòâî (14.4) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ST −
− sT < ε.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f(x)
èíòåãðèðóåìà, òîãäà

lim
4→0

JT (f) = I.

Òîãäà äëÿ ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî, åñëè ∆ < δ(ε), òî
|JT (f)− I| < ε ⇔ I − ε < JT (f) < I + ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ∆ < δ, â ñîîòâåòñòâèåì ñî ñâîéñòâîì 3 èíòåãðàëü-
íûõ ñóìì, ïîëó÷èì I − ε 6 sT 6 ST 6 I + ε. Èç ïðàâîãî íåðàâåíñòâà
èìååì ST − I 6 ε , à èç ëåâîãî I − sT 6 ε.

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì
0 < ST − sT 6 2ε,

÷òî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü (14.3).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà è âûïîëíåíî óñëîâèå

(14.3). Òàê êàê I = ST , I = sT . Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ÷åò-
âåðòîå ñâîéñòâî èíòåãðàëüíûõ ñóìì, èìååì sT 6 I 6 I 6 ST , îòêóäà
ñëåäóåò 0 6 I − I 6 ST − sT . Òàê êàê âûïîëíåíî óñëîâèå (14.3), òî
I − I = 0 . Îáîçíà÷èì I = I = J . Èç íåðàâåíñòâ sT 6 I 6 I 6 ST

èìååì sT 6 J 6 ST . Ïîýòîìó 0 6 J − sT 6 ST − sT , 0 6 ST − J 6
6 ST − sT Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (14.3), ïîëó÷àåì

lim
4→0

(J − sT ) = lim
4→0

(ST − J) = 0,

à ýòî çíà÷èò, ÷òî
lim
4→0

sT = lim
4→0

ST = J.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà sT 6 JT (f) 6 ST , èìååì lim
4→0

JT (f) = J =

= I, ÷òî îçíà÷àåò èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè.¤
Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòüñÿ èíàÿ ôîðìà çàïèñè óñëîâèÿ (14.3).

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ωi = Mi −mi. Íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ωi íàçû-
âàåòñÿ êîëåáàíèåì ôóíêöèè f(x) íà ñåãìåíòå [xi−1, xi]. Òîãäà óñëîâèå
(14.3) çàïèøåòñÿ â âèäå

lim
4→0

n∑

i=1
ωi∆xi = 0. (14.5)

14.4. Êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 14.3. Íåïðåðûâíàÿ íà ñåãìåíòå [a, b] ôóíêöèÿ f(x)
èíòåãðèðóåìà íà ýòîì ñåãìåíòå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå
[a, b] , òî îíà, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2.8 ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε/(b − a) ñóùåñòâóåò ÷èñëî
δ(ε) > 0, ÷òî ïðè ðàçáèåíèè Tn ÷àñòè÷íîãî ñåãìåíòà [xi−1, xi], íà
êàæäîì èç êîòîðûõ áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâà ωi < ε/(b− a). Òîãäà
áóäåì èìåòü

n∑

i=1
ωi∆xi <

ε

b− a

n∑

i=1
∆xi = ε.¤

Òåîðåìà 14.4. Åñëè íà ñåãìåíòå [a, b] ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è
îãðàíè÷åíà, à äëÿ ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ,
îáùàÿ äëèíà êîòîðûõ ìåíüøå ε , è ýòè èíòåðâàëû ïîêðûâàþò âñå
òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, òî ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà ñåãìåíòå
[a, b] .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò k òî÷åê
ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà. Ïîêðîèì òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì èíòåðâàëîâ ñóììà äëèí êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäè ÷èñëà ε/2(M −m),
ãäå

M −m = sup
x

f(x)− inf
x

f(x), x ∈ [a, b].

Íà îñòàâøèõñÿ ñåãìåíòàõ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è ïîýòîìó ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà. Ðàçîáüåì èõ íà ñåãìåíòû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðà-
âåíñòâà ∆xi < ε/2(b− a). Òîãäà, âçÿâ âñå n ñåãìåíòîâ, ïîëó÷èì

n∑

i=1
ωi∆xi =

k∑

i=1
ωi∆xi +

n∑

j=k+1
ωj∆xj

Äëÿ ïåðâîé ñóììû èìååì
k∑

i=1
ωi∆xi =

k∑

i=1
(Mi −mi)∆xi 6

k∑

i=1
(M −m)∆xi <

< (M −m)
k∑

i=1
∆xi <

ε

2 .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà n− k
îòðåçêàõ, ïîëó÷èì

n∑

j=k+1
ωj∆xj 6 ε

2(b− a)

n∑

j=k+1
∆xj = ε

2(b− a)
(b− a− ε) <

ε

2 .

Â ðåçóëüòàòå èìååì
n∑

i=1
ωi∆xi <

ε

2 + ε

2 = ε.¤

14.5. Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà
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1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
a∫

a

f(x)dx = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ñåãìåíò èìååò íóëåâóþ äëèíó è âñå ∆xi = 0. Ïîýòîìó
èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ðàâíà íóëþ.

2. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê èíòåãðàëà.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-
ñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
n→∞

JT (f) = lim
n→∞

n∑

i=1
f(zi)∆xi =

b∫

a

f(x)dx.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ cf(x). Òîãäà, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ åå èíòåãðàëüíîé ñóììû

lim
n→∞

n∑

i=1
cf(zi)∆xi =c lim

n→∞

n∑

i=1
f(zi)∆xi = c

b∫

a

f(x)dx

3. Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû, òî ôóíêöèÿ f(x) ± g(x)
òîæå èíòåãðèðóåìà.

b∫

a

(f(x)± g(x)) dx =

b∫

a

f(x)dx±
b∫

a

g(x)dx.

lim
n→∞

n∑

i=1
(f(zi)± g(zi))∆xi = lim

n→∞

n∑

i=1
f(zi)∆xi± lim

n→∞

n∑

i=1
g(zi)∆xi .

Ïî óñëîâèþ, ñëåâà ñóùåñòâóþò ïðåäåëû. Òîãäà è ñïðàâà ñóùåñòâóþò
ïðåäåë. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x)± g(x) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé.

4. Åñëè a < b, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ñåãìåíòå [a, b] ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

b∫

a

f(x)dx = −
a∫

b

f(x)dx.

5. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà ñåãìåíòå [a, b], òî îíà èíòåãðè-
ðóåìà íà ñåãìåíòå

[c, d] ⊂ [a, b].
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Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà ñåãìåíòå [a, b], òî ñóùåñòâóåò
ðàçáèåíèå T , òàêîå, ÷òî äëÿ ëþòîãî ÷èñëà ε > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

n∑

i=1
ωi∆xi < ε.

Ïðåäñòàâèì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà â âèäå ñóììû
k∑

i=1
ωi∆xi +

n∑

j=k+1
ωj∆xj < ε,

ãäå ïåðâàÿ ñóììà îòíîñèòñÿ ê ÷àñòè÷íûì ñåãìåíòàì îòðåçêà [c, d], à
âòîðàÿ ê îñòàâøåéñÿ ÷àñòè îòðåçêà [a, b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî

k∑

i=1
ωi∆xi < ε

ïðè äàííîì ðàçáèåíèè T . Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà
íà ñåãìåíòå [c, d].

6.
b∫
a

dx = b− a.

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì èíòåãðàëüíóþ ñóììó ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè T

JT (f) =
n∑

i=1
∆xi = b− a.

14.6. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
2. ×òî òàêîå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ èíòåãðàëüíûå ñóììû?
3. Ïåðå÷èñëèòå è äîêàæèòå ñâîéñòâà âåðõíèõ è íèæíèõ èíòåãðàëü-

íûõ ñóìì.
4. Ìîæíî ëè èíòåãðèðîâàòü íåîãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ? Îòâåò îáîñ-

íóéòå.
5. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðó-

åìîñòè ôóíêöèé.
6. Êàêèìè ñâîéñòâàìè äîëæíà îáëàäàòü ôóíêöèÿ, ÷òîáû îíà áûëà

èíòåãðèðóåìîé?
7. Ïåðå÷èñëèòå îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
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ÎÑÍÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÃÎ
ÈÍÒÅÃÐÀËÀ È ÅÃÎ ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

15.1. Îöåíêè èíòåãðàëîâ
1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà è f(x) > 0 íà ñåãìåíòå

[a, b], òî
b∫
a

f(x)dx > 0.
Â äàííîì ñëó÷àå èíòåãðàëüíàÿ ñóììà

JT (f) =
n∑

i=1
f(z1)∆xi

ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïîëîæèòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ïîýòîìó ïðåäåë ýòîé
ñóììû òîæå áóäåò íåîòðèöàòåëüíûì.

2. Åñëè ôóíêöèè f(x)èg(x) èíòåãðèðóåìû è f(x) > g(x) íà ñåã-
ìåíòå [a, b], òî

b∫

a

f(x)dx >
b∫

a

g(x)dx (15.1)

Èìååì f(x)− g(x) > 0. Òîãäà
b∫
a

(f(x)− g(x)) dx > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

b∫

a

(f(x)− g(x)) dx =

b∫

a

f(x)dx−
b∫

a

g(x)dx > 0,

îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (15.1)
3 Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà ñåãìåíòå [a, b], òî ôóíê-

öèÿ |f(x)| òîæå èíòåãðèðóåìà è ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
6

b∫

a

|f(x)| dx (15.2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mi, mi òî÷íûå ãðàíè ôóíêöèè f(x), à ñèìâîëàìè
M

′
i , m

′
i òî÷íûå ãðàíè ôóíêöèè |f(x)| íà ÷àñòè÷íûõ ñåãìåíòàõ [xi−1, xi]



15.1. Îöåíêè èíòåãðàëîâ 183

ïðè íåêîòîðîì ðàçáèåíèè T . Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
äëÿ êîëåáàíèÿ ôóíêöèé ω

′
i 6 ωi ω

′
i = M

′

i,−m
′
i, ωi = Mi − mi. Òîãäà

S
′
T − s

′
T 6 ST − sT .

Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà, òî

lim
4→0

(ST − sT ) = 0 =⇒ lim
4→0

(
S
′
T − s

′
T

)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ |f(x)| èíòåãðèðóåìà. Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðà-
âåíñòâà:

lim
4→0

|JT (f)| = lim
4→0

|JT (f)| =
∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
.

lim
4→0

JT (|f |) =

b∫

a

|f(x)| dx.

Èç íåðàâåíñòâà |JT (f)| 6 JT (|f |) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè
(15.2).

4. Ïóñòü ôóíêöèè f(x)èg(x) èíòåãðèðóåìû íà ñåãìåíòå
[a, b]èg(x) > 0, àMèm ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ãðàíÿìè ôóíêöèè f(x) íà
ñåãìåíòå [a, b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

m

b∫

a

g(x)dx 6
b∫

a

f(x)g(x)dx 6 M

b∫

a

g(x)dx. (15.3)

Èç óñëîâèé èìååì m 6 f(x) 6 M . Óìíîæàåì íà g(x) > 0, mg(x) 6
6 f(x)g(x) 6 Mg(x). Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì îöåíêó (9.14).

5. Ôîðìóëà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóå-
ìà íà ñåãìåíòå [a, b], à M è m ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ãðàíÿìè ôóíêöèè
f(x) íà ñåãìåíòå [a, b]. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî µ,m 6 µ 6 M
è òî÷êà ñ ∈ [a, b] óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó

b∫

a

f(x)dx = f(c)((b− a). (15.4)

Åñëè â îöåíêå (15.3) âçÿòü g(x) = 1, òî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

m

b∫

a

dx 6
b∫

a

f(x)dx 6 M

b∫

a

dx,



184Ëåêöèÿ 15. Îñíâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è åãî ïðèëîæåíèå

îòêóäà ñëåäóåò m(b − a) 6
b∫
a

f(x)dx 6 M(b − a). Åñëè âçÿòü µ =

= 1
(b− a)

b∫
a

f(x)dx, òî ïîëó÷èì

b∫

a

f(x)dx = µ(b− a). (15.5)

è íåðàâåíñòâî m 6 µ 6 M . Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðîé òåîðåìîé
Áîëüöàíî-Êîøè, ñóùåñòâóåò òî÷êà ñ ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî f(c) = µ. Ïîä-
ñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå â (15.5), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (15.4).

15.2. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîé äëÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì.
Ïóñòü çàäàíà èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x) íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà, â
ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâîì 5, ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå
[a, x] ⊂ [a, b]. Ïîýòîìó áóäåò îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

F (x) =

x∫

a

f(t)dt.

Ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì.
Òåîðåìà 15.1 . Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ

f(x) èìååò íà èíòåðâàëå (a, b) ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèþ. Îäíîé èç
ïåðâîîáðàçíûõ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ F (x)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïåðâîîá-
ðàçíîé, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà

lim
4x→0

F (x + ∆x)− F (x)

∆x
= f(x),x ∈ (a, b).

F (x + ∆x)− F (x) =

x+∆x∫

a

f(t)dt−
x∫

a

f(t)dt =

x+∆x∫

x

f(t)dt

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (15.4).
x+∆x∫

x

f(t)dt = f(c)∆x, c ∈ (x, x + ∆x).

lim
4x→0

F (x + ∆x)− F (x)

∆x
= lim
4x→0

f(c) = f(x),

òàê êàê c ∈ (x, x + ∆x). ¤
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Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàç-
íîé, äèôôåðåíöèðóåìîé, à ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíîé.

15.2.1. Îñíîâíàÿ ôîðìóëà èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ìû
äîêàçàëè (òåîðåìà11.1), ÷òî äâå ïåðâîîáðàçíûå îòëè÷àþòñÿ íà äðóã îò
äðóãà ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 15.5 è òåîðåìå
11.1, ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè f(x)
èìååò âèä

Φ(x) =

x∫

a

f(t)dt + C,

ãäå Ñ � êîíñòàíòà. Ïóñòü x = a òîãäà Φ(a) = C. Åñëè x = b, òî

Φ(b) =

b∫

a

f(t)dt + C,

îòêóäà ïîëó÷àåì îñíîâíóþ ôîðìóëó èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ
b∫

a

f(t)dt = Φ(b)− Φ(a),

êîòîðàÿ áûëà ïîëó÷åíà Íüþòîíîì è Ëåéáíèöåì. Ïîýòîìó îíà è íàçû-
âàåòñÿ ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.
Ïðèìåð 15.1.

π∫
0
sinxdx = −cosx

∣∣∣∣
π
0 = −(cosπ − cos0) = 2.

Ïðèìåð 15.2.
1∫
0

dx

1+ x2 = arctgx

∣∣∣∣
1
0 = arctg1− arctg0 = π

4 .

15.3. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè x = g(t), êîòîðàÿ
îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [α, β]. Ïðè ýòîì g(α) = a

g(β) = b Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà
b∫

a

f(x)dx =

β∫

α

f(g(t))g
′
(t)dt (15.6)

b∫

a

f(x)dx = Φ(b)− Φ(a), Φ(x) = Φ(g(t)).
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Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îò ñëîæíîé ôóíêöèè Φ(g(t)).

dΦ(g(t))

dt
= dΦ(g(t))

dg(t)

dg(t)

dt
= f(g(t))g

′
(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Φ(g(t)) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè
f(g(t))g

′
(t)dt. Òîãäà èìååì

b∫

a

f(x)dx =

β∫

α

f(g(t))g
′
(t)dt = Φ(g(β))− Φ(g(α)).

Ïðèìåð 15.3.

π2∫

π2

4

sin
√

x
dx√
x

=

∣∣∣∣∣∣∣

x = t2, dx = 2tdt

x = π2

4 , t = π

2 ,
x = π2, t = π

∣∣∣∣∣∣∣
= 2

π∫

π
2

sintdt =

= −2cost
∣∣∣∣

π
π

2
= − 2(cosπ − cos

π

2 ) = 2.

15.4. Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

Ïóñòü ôóíêöèè u(x), v(x) èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå íà îò-
ðåçêå [a, b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
÷àñòÿì

b∫

a

u(x)v
′
(x)dx = v(x)u(x)

∣∣∣∣
b
a
−

b∫

a

v(x)u
′
(x)dx. (15.7)

Â äðóãîé ôîðìå çàïèñè îíà èìååò âèä
b∫

a

u(x)dv(x) = v(x)u(x)
∣∣∣∣

b
a
−

b∫

a

v(x)du(x). (15.8)

Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóë ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:
d (v(x)u(x)) = u(x)dv(x) + v(x)du(x),

b∫

a

d (v(x)u(x))=v(x)u(x)
∣∣∣∣

b
a

=

b∫

a

u(x)dv(x)+

b∫

a

v(x)du(x)

îòêóäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó (15.8). Ôîðìóëà (15.7) ïîëó÷àåòñÿ èç (15.8)
ïóòåì çàìåíû

dv(x) = v
′
(x)dx, du(x) = u

′
(x)dx



15.5. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. 187

Ïðèìåð 15.3. Âû÷èñëèòü
π∫
0
xcosxds.

π∫

0

xcosxds =
∣∣∣∣

u = x, du = dx
dv = cosdx, v = sinx

∣∣∣∣ = xsinx

∣∣∣∣
π
0 −

π∫

0

sinxdx =

= πsnπ − sin0+ cosπ − cos0 = −2.

15.5. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî

èíòåãðàëà.
Âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïëîùàäü, îãðàíè÷åí-

íóþ ãðàôèêàìè ôóíêöèé; y = f1(x), y = f2(x), x = a, x = b, ðèñ. 15.1.

Ðèñ. 15.1.

Êîãäà ðàññìàòðèâàëè ïîíÿòèå
îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ï.14.1, ìû
âûÿñíèëè, ÷òî çíà÷åíèå èíòåãðàëà
÷èñëåííî ðàâíî ïëîùàäè, çàêëþ÷åí-
íîé ìåæäó ãðàôèêîì ôóíêöèè è îñüþ
àáñöèññ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìîé
ïëîùàäè íåîáõîäèìî èç èíòåãðàëà
îò ôóíêöèè y = f1(x) âû÷èñòü
èíòåãðàë îò ôóíêöèè y = f2(x).
Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà èíòåãðàëà,
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè

S =

b∫

a

(f1(x)− f2(x)) dx (15.9)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èíîãäà óäîáíåå ôóíêöèåé ñ÷èòàòü x = ψ(y).
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êàæäàÿ èç ôóíêöèé y = f1(x), y = f2(x) äîëæíû
áûòü çàäàíû â âèäå îäíîé ôóíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü, ïëîùàäü
êîòîðîé íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü íàçûâàþò ïðàâèëüíîé. Åñëè, íàïðèìåð,
ãðàôèê êðèâîé, ëåæàùèé ñíèçó íà ðèñ.15.1 áóäåò çàäàíà â âèäå äâóõ
ôóíêöèé

y = f2(x), x ∈ [a, c], y = f3(x)x ∈ [c, b],
òî îáëàñòü ïðèäåòñÿ ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè: 1. y = f1(x), y = f2(x), x =
= a, x = c, 2. y = f1(x), y = f3(x), x = ñ, x = b.

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x), x ∈ [a, b] çàäàíà â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå
{

x = ϕ(t),
y = ψ(t).
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Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë
b∫
a

f(x)dx

Âû÷èñëÿåì ãðàíèöû äëÿ ïåðåìåííîé t. Èç óðàâíåíèé a = ϕ(t), b =
= ϕ(t), íàõîäèì t = α, t = β Òîãäà ïîëó÷èì

b∫

a

f(x)dx =

β∫

α

ψ(t)ϕ
′
(t)dt.

15.5.1. Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ïîëîæåíèå òî÷êè íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè
ïðîåêöèè ýòîé òî÷êè íà îñè êîîðäèíàò. Îäíàêî ïîëîæåíèå òî÷êè ìîæíî
çàäàòü äðóãèì ñïîñîáîì.

Ðèñ. 15.2.

Âîçüìåì íà ïëîñêîñòè ( ðèñ.15.2) òî÷êó
O, êîòîðóþ íàçîâåì ïîëþñîì, è ïðîâåäåì
èç íåå íàïðàâëåííóþ ïîëóïðÿìóþ Ox, êîòî-
ðóþ íàçîâåì ïîëÿðíîé îñüþ. Òîãäà ïîëîæå-
íèå òî÷êè M ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ
äâóõ ïåðåìåííûõ óãëà ϕ è äëèíû îòðåçêà
ρ. Êîîðäèíàòû (ϕ, ρ) íàçûâàþòñÿ ïîëÿðíûìè
êîîðäèíàòàìè. Òîãäà ôóíêöèÿ â ïîëÿðíûõ êî-
îðäèíàòàõ çàäàåòñÿ â âèäå ρ = f(ϕ) Åñëè ñîâ-
ìåñòèòü ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, èçîá-
ðàæåííóþ íà ðèñ.15.2 ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé
êîîðäèíàò, òî ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ôîðìóëû,

ñâÿçûâàþùèå èõ êîîðäèíàòû

x = ρcosϕ, y = ρsinϕ, % =
√

x2 + y2. (15.10)
Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà. Òðåáóåòñÿ âûâåñòè ôîðìóëó âû-
÷èñëåíèÿ ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà, êîòîðûé çàêëþ÷åí ìåæäó
ïðÿìûìè ñ óãëàìè íàêëîíà ϕa, ϕb è êðèâîé, çàäàííîé â ïîëÿðíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ρ = ρ(ϕ) .

Ðàçîáüåì äàííûé ñåêòîð ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà n ÷àñòíûõ ñåê-
òîðîâ. Â êàæäîì èõ íèõ âîçüìåì íà êðèâîé ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ñ
ðàäèóñîì âåêòîðîì äëèíîé ρ(ψi), i = 1, n. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ρ(ψi),
ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñîì îêðóæíîñòè. Òîãäà ïëîùàäü ñåêòîðà îêðóæíîñòè ñ
ðàäèóñîì ρ(ψi) ðàâíà

Ðèñ. 15.3.

Si = 1
2ρ2(ψi)∆ϕi, ∆ϕi = ϕi −

− ϕi−1
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

∆ = max∆ϕ1, · · · , ∆ϕn , è
ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

J(ρ) =
n∑

i=1

1
2ρ2(ψi)∆ϕi.



15.6. Âû÷èñëåíèå äëèíû êðèâîé 189

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, åñëè
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
4→0

n∑

i=1

1
2ρ2(ψi)∆ϕi,

òî ýòîò ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî
èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ðàâíà ñóììå Si, ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà

S = 1
2

ϕb∫

ϕa

ρ2dϕ. (15.11)

15.6. Âû÷èñëåíèå äëèíû êðèâîé

Ðèñ. 15.4.

Ââåäåì ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà äó-
ãè. Íà ðèñ.15.4 ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê
ABC. Èìååì AB2 = ∆x2 + ∆y2 Óìíîæèì
è ðàçäåëèì ëåâóþ ÷àñòü íà ∆l2, ãäå ∆l
� äóãà, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó òî÷êàìè A è
B, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
(

AB

∆l

)2
∆l2 = ∆x2 + ∆y2 = ∆x2

(
1+

(
∆y

∆x

)2)

Ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íà ∆x2

è âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
4x→0

(
AB

∆l

)2 ∆l2

∆x2 = lim
4x→0

(
AB

∆l

)2
lim
4x→0

∆l2

∆x2 =

= lim
4x→0

∆l2

∆x2 = lim
4x→0

(
1+

(
∆y

∆x

)2)
=⇒ lim

4x→0
∆l

∆x
= lim
4x→0

√
1+

(
∆y

∆x

)2
,

dl

dx
=

√
1+

(
dy

dx

)2
, =⇒ dl =

√
1+

(
dy

dx

)2
dx

Åñëè òåïåðü êðèâóþ MN íà ðèñ.15.4 ðàçáèòü íà n ÷àñòåé è ñîñòàâèòü
èíòåãðàëüíóþ ñóììó J(f) =

n∑
i=1

∆li, òî âû÷èñëèâ ïðåäåë lim
4→0

n∑
i=1

∆li,
ãäå ∆ = max{∆l1, · · · , ∆ln}, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû
äóãè

l =

b∫

a

dl =

b∫

a

√
1+

(
dy

dx

)2
dx. (15.12)
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Åñëè êðèâàÿ çàäàíà â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå
{

x = ϕ(t),
y = ψ(t),

òî dy

dx
= ψ

′
t

ϕ
′
t

. Òîãäà, âû÷èñëèâ íîâûå ãðàíèöû t = α, t = β, ïîëó÷èì

l =

b∫

a

√
1+

(
dy

dx

)2
dx =

β∫

α

√√√√1+
(

ψ
′
t

ϕ
′
t

)2

ϕ
′
tdt =

β∫

α

√
(ϕ′t)

2 + (ψ′t)
2
dt.

(15.13)
Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x = ρcosϕ, y = ρsinϕ. Ïîýòîìó èìååì

dx = cosϕdρ− ρsinϕdϕ, dy = sinϕdρ + ρcosϕdϕ

Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â (15.12) , ïîëó÷èì

l =

ϕ2∫

ϕ1

√
(ρ′)2 + (ρ)2 dϕ. (15.14)

15.7. Âû÷èñëåíèå îáúåìîâ òåë.

Ðèñ. 15.5.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíà ïëî-
ùàäü ëþáîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òå-
ëà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî îñè Ox èçîáðà-
æåííîãî íà ðèñ. 15.5. Ðàçîáüåì îòðå-
çîê [a, b] íà n îòðåçêîâ, â êàæäîì èç
êîòîðûõ ïðîèçâîëüíî âûáåðåì òî÷êè
zi, è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

J(S) =
n∑

i=1
S(zi)∆xi.

Òîãäà ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà
òåëà

V = lim
4→0

n∑

i=1
S(zi)∆xi =

b∫

a

S(x)dx. (15.15)

Âû÷èñëåíèå îáúåìîâ òåë âðàùåíèÿ. Ïóñòü êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíå-
íèåì
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y = f(x), x ∈ [a, b] âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè Ox. Òîãäà ëþáîå ñå÷åíèå
ïåðïåíäèêóëÿðíîå ýòîé îñè âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé S(x) = πf2(x). Ïîä-
ñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå â (15.15), ïîëó÷èì

V = π

b∫

a

f2(x)dx. (15.16)

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îáúåì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèå
êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé ôóíêöèÿìè y = f(x), x ∈ [a, b],
y=0 âîêðóã îñè Oy , ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

V = π

b∫

a

xf(x)dx. (15.17)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî íàéòè îáðàòíóþ ôóíêöèþ
x = ψ(y), y ∈ [c, d]

V = π

d∫

c

ψ2(y)dy.

Ðèñ. 15.6.

Âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòè òåë âðàùå-
íèÿ. Ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà n îòðåçêîâ.
Òîãäà áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ÷àñòíîãî öè-
ëèíäðà áóäåò ðàâíà ∆Si = 2π yi + yi−1

2 ∆li,
ãäå ∆li äóãà, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó òî÷êàìè
(xi; yi) , (xi−1; yi−1). Ñîñòàâèì èíòåãðàëü-
íóþ ñóììó

J(S) =
n∑

i=1
∆Si = π

n∑

i=1
(yi + yi−1) ∆li

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì

S = 2π
b∫

a

ydl = 2π
b∫

a

y

√
1+ (y′)2 dx.

Â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå

S = 2π
β∫

α

ψ(t)
√

(ϕ′t)
2 + (ψ′t)

2
dt.
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Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

S = 2π
ϕ2∫

ϕ1

ρsinϕ

√
(ρ′)2 + (ρ)2 dϕ.

15.8. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷.

Ïðèìåð 15.4. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè

x = 4− (y − 1)2, x = y2 − 4y + 3.

Ðåøåíèå. Ãðàôèêîì ôóíêöèè x = 4 − (y − 1)2 ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà ñ
âåðøèíîé â òî÷êå x = 4, y = 1. Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû ñ
îñüþ OY :
4− (y − 1)2 = 0, (y − 1)2 = 4, y − 1 = ±2, y1 = 3, y2 = −1.

Ãðàôèêîì ôóíêöèè x = y2 − 4y + 3 ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé â
òî÷êå x = −1, y = 2. Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû ñ îñüþ OY :

Ðèñ. 15.7.

y2 − 4y + 3 = 0, y1 = 3, y2 =
= 1, x1 = 4− (y − 1)2.

Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
äàííûõ ïàðàáîë: 4 − (y − 1)2 =
= y2 − 4y + 3,

−2y2 + 6y = 0, y1 = 0, y2 = 3.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè ïåðåñå-
÷åíèÿ ïàðàáîë x = 3, y = 0 è
x = 0, y = 3.

Ïîñòðîèì ôèãóðó, îãðàíè-
÷åííóþ äàííûìè ïàðàáîëàìè.
Çàêðàøåíàÿ îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíîé â íàïðàâëåíèè îñè
OX, ïîýòîìó ïëîùàäü ôèãóðû

íàéäåì ïî ôîðìóëå S =
b∫
a

(x1(y)− x2(y)) dy.

S =

3∫

0

(
4− (y − 1)2

)− (
y2 − 4y + 3

)
dy =

3∫

0

(−2y2 + 6y
)

dy =

=
(
−2y3

3 + 3y2
) ∣∣∣∣

3

0
= −18+ 7 = 9(åä.ïë.).
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Ïðèìåð 15.5. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü îãðàíè÷åííóþ ýëëèïñîì x2

a2
+

+ y2

b2
= 1.

Ðåøåíèå.

Ðèñ. 15.8.

Â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå óðàâíåíèÿ
ýëëèïñà èìåþò âèä

{
x = acost,
y = bsint.

Âû÷èñëèì ïëîùàäü çàêðàøåíîé ÷àñòè, à
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò óìíîæèì íà 4.

Âû÷èñëÿåì ãðàíèöû äëÿ ïåðåìåííîé
t. 0 = acost

t = π/2, a = acost, t = 0. Òîãäà ïîëó-
÷èì

S1 = −
0∫

π/2

absin2tdt =− ab

2

0∫

π/2

(1− cos2t) dt =

= −ab

2

(
t− 1

2sin2t
) ∣∣∣∣∣

0

π/2
= ab

4 , S = 4 S1 = ab(åä. ïë.).

Ïðèìåð 15.6. Âû÷èñëèò ïëîùàäü ôèãóðû îãðàíè÷åííîé êðèâûìè ρ =
= 4cosϕ, ρ = 2cosϕ. Ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé èçîáðàæåíû íà ðèñ. 15.9.

Ðåøåíèå.

Ðèñ. 15.9.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé 15.11 èìå-
åì

S = 1
2

π/2∫

−π/2

(
(4cosϕ)2 − (2cosϕ)2

)
dϕ =

= 6
π/2∫

−π/2

cos2dϕ =3
π/2∫

−π/2

(1+ cos2ϕ) dϕ =

= 3(ϕ + 1
2sin2ϕ)

∣∣∣∣∣
π/2

−π/2
= 3

(
π

2 + 1
2sinπ

)
− 3

(
−π

2 −
1
2sinπ

)
= 3π.

Ïðèìåð 15.7. Âû÷èñëèòü äëèíó êðèâîé y = 1
3

√
(2x− 1)3 ìåæäó

òî÷êàìè ñ àáñöèññàìè x1 = 2 è x2 = 8.
7 Öûêóíîâ À. Ì.
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Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî ôîðìóëå l =
b∫
a

√
1+ (y′)2 d x, èìååì

y′ = 1
3 ·

3
2 (2x− 1)

1/2 · 2 =
√
2x− 1 ,

(y′)2 =
(√

2x− 1
)2

= 2x− 1,
√
1+ (y′)2 =

√
1+ 2x− 1 =

√
2x .

l =

8∫

2

√
2x d x =

√
2

8∫

2

√
x dx =

√
2 · 23 x

3/2
∣∣∣∣
8

2
= 2

√
2

3

(
8
3
2 − 2

3
2
)

=

= 2
√
2

3 · 2 3
2
(
4
3
2 − 1

)
= 2

√
2 · 2

√
2

3 (8− 1) = 56
3 (åä.äë.).

Ïðèìåð 15.8. Âû÷èñëèòü äëèíó äóãè êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè-

÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè





x = (t2 − 2) sin t + 2t cos t,
y = (2− t2) cos t + 2t sin t,

0 6 t 6 π.

Ðåøåíèå. Äëèíó äóãè íàõîäèì ïî ôîðìóëå l =
t2∫
t1

√
(x′t)2 + (y′t)2 dt.

Ñíà÷àëà íàéäåì x′t è y′t.
x′t = 2 tsin t + (t2�2)cost+2 cos t�2 tsin t = t2 cos t,
y′t = −2tcost�(2�t2) sin t+2 sin t+2 tcos t = t2sin t,
Òîãäà l =

π∫
0

√
t4 cos2 t + t4 sin2 t dt =

π∫
0
t2dt = t3

3

∣∣∣∣
π

0
= π3

3 (åä.äë.).
Ïðèìåð 15.9. Âû÷èñëèòü äëèíó äóãè êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì

â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ r = 6 sinϕ, 0 6 ϕ 6 π

3 .

Ðåøåíèå. Äëèíó äóãè íàõîäèì ïî ôîðìóëå l =
β∫
α

√
r2 + (r′)2 dϕ.

Íàéäåì r′ = 6cos ϕ, (r′)2 = 36cos2 ϕ.

Èòàê, l =

π
3∫
0

√
36 sin2 ϕ + 36 cos2 ϕ dϕ =

π
3∫
0
6dϕ = 6ϕ

∣∣∣∣
π
3

0
= 2π(åä.äë.).

Ïðèìåð 15.10. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿ-
ìè

x2

16 + y2

9 + z2

196 = 1, z =7, z =0.

Ðåøåíèå: Îáúåì òåëà íàõîäèì ïî ôîðìóëå V =
z2∫
z1

s(z) dz, s(z) �
ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà ïëîñêîñòüþ ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè oz ïðè
z =const.
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Â ñå÷åíèè ïîëó÷èòñÿ ýëëèïñ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè
{

x2

16 + y2

9 = 1− z2

196 ,
z = const.

Ïëîùàäü ýëëèïñà ðàâíà S = πa · b. Ïåðåïèøåì ïåðâîå óðàâíåíèå òàê,
÷òîáû îïðåäåëèòü ïîëóîñè ýëëèïñà. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà
âûðàæåíèå 1− z2

196 , ïîëó÷èì
196x2

16(196− z2)
+ 196y2

9(196− z2)
= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, a = 4
√
196− z2

14 , b = 3
√
196− z2

14 .

S = πab= 3π
49 (196− z2).

V = 3π
49

7∫
0
(196− z2)dz = 3π

49

(
196z − z3

3

) ∣∣∣∣
7

0
= 3π

49

(
196 · 7− 73

3

)
=

= 77π(åä. îáúåìà)
Ïðèìåð 15.11. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì

âîêðóã îñè Îy ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè ôóíêöèé y = (x�1)2,
x =0, x =2, y =0.

Ðèñ. 15.10.

Ðåøåíèå: Îáúåì òåëà íàõîäèì ïî ôîðìó-
ëå

V = π

b∫

a

x2dy.

Èç óðàâíåíèÿ y= (x�1)2 âûðàçèì x.
x− 1 = ±√y , x1 = 1+

√
y , x2 = 1−√y .

V = π

1∫

0

(
x21(y)− x22(y)

)
dy = π

1∫

0

(
(1+

√
y )2 − (1−√y )2

)
dy =

= 4π
1∫
0

√
y dy = 8π

3
√

y3
∣∣∣∣
1
0 = 8π

3 (åä. îáúåìà)

7*
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15.9. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

1.
π/2∫
0

cos xdx. 2.
27∫
1

dx
3√
x2
. 3.

0∫
−1

dx

4x2 − 9
.

4.
4∫
0

x2dx

x2 + 1
. 5.

−1∫
−2

dx

(11+ 5x)3
. 6.

1∫
0
(ex − 1)4exdx.

7.
1∫
0

xdx

(x2 + 1)2
. 8.

e∫
1

dx

x
√
1− ln2 x

. 9.
e3∫
1

dx

x
√
1+ ln x

.

10.
2∫
1

e1/xdx

x2 . 11.
1∫
0

dx

x2 + 4x + 5
. 12.

3∫
2

2x4 − 5x2 + 3
x2 − 1

dx.

13.
2∫
1
x ln xdx. 14.

π∫
−π

x sin xdx. 15
1∫
0
xe−xdx..

16.
e−1∫
0

ln(x + 1)dx. 17.
e∫
1
ln xdx. 18.

1∫
0

√
x dx√
x + 1

.

19.
9∫
4

√
x√

x − 1
dx. 20.

1∫
0

dx

ex + e−x . 21.
π/2∫
0

sin x cos2 xdx.

Íàéòè ïëîùàäè ôèãóð, îãðàíè÷åííûõ ãðàôèêàìè ôóíêöèé.

22. y = 4x− x2, y = 0. 23. y = ln x, y = 0, x = e.
24. y3 = x, y = 1, x = 8. 25. y = tgx, y = 0, x = π/3.
26. y = x3, y = 8, x = 0. 27. y = 2x− x2, y = −x.

28.
{

x = a cos3 t

y = b sin3 t
. 29. Ïåðâîé àðêîé öèêëîèäû

y = 0,
{

x = a(t− sin t)
y = a(1− cos t)

30.
{

x = a cos t
y = b sin t

. 31. ρ = a sin 2ϕ.
32. ρ = a cos 5ϕ. 33. ρ = 2a(2+ cos ϕ).
34. ρ = 3 + cos 4ϕ, ρ = 2 −
− cos 4ϕ.:

35. ρ = a sin 3ϕ.



15.9. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. 197

Íàéòè äëèíû äóã êðèâûõ, çàäàííûìè óðàâíåíèÿìè:

36. y = ln x,
√
3 6 x 6

√
8 . 37. y2 = x3, 0 6 x 6 4.

38. y = 2√x , 0 6 x 6 1. 39. y = ex, 0 6 x 6 1.
40. y = arcsin e−x, 0 6 x 6 1. 41. x = 1

4y2 − 1
2 ln y, 1 6 y 6

6 e.

42.
{

x = a cos3 t

y = a sin3 t.
. 43.

{
x = a cos5 t

y = a sin5 t
.

44.
{

x = 4 cos3 t
y = 4 sin4 t.

. 45.
{

x = 7(t− sin t)
y = 7(1− cos t) , 2π 6 t 6 4π .

46. ρ = a(1+ cosϕ). 47. ρ = a sin3 ϕ

3 .
48. ρ = aeϕ, 0 6 ϕ 6 ϕ0. 49. ρ = 6 cos3 ϕ

3 , 0 6 ϕ 6 π

2 .
50. ρ = 2 cos3 ϕ

3 . 51. ρ = 2(1− cos ϕ).

Íàéòè îáúåìû òåë, îáðàçîâàííûõ âðàùåíèåì ôèãóð, îãðàíè÷åííûõ
ëèíèÿìè âîêðóã îñè Ox:

52. y = sin x, 0 6 x 6 π. 53. y = sin2 x, 0 6 x 6 π.
54. y2 = x2, y = 0, x = 1. 55. y = ex, x = 0, y = 0.

56.
{

y = a(1− cos t)
x = a(t− sin t) . 57. y = arcsin x, 0 6 x 6 1, y = 0.

Íàéòè îáúåìû òåë, îáðàçîâàííûõ âðàùåíèåì ôèãóð, îãðàíè÷åííûõ
ëèíèÿìè âîêðóã îñè Oy:

58. y2 = x3, y = 0, x = 1. 59. y = ex, x = 0, y = 0.

60. y = 2x− x2, y = 0. 61.
{

x =
√
3 cos t

y = 2 sin t
.

62. y = 2− x2

2 , x + y = 2.

Íàéòè ïëîùàäè ïîâåðõíîñòåé, îáðàçîâàííûõ âðàùåíèåì ëèíèé âî-
êðóã îñè Ox:

63. y = 1
3x3, 0 6 x 6 a. 64. y = a

2 (e
x
a + e−

x
a ), 0 6 x 6 a.

65.
{

x = a cos3 t

y = a sin3 t
. 66. y = x3

3 , −
1
2 6 x 6 1

2 .

15.8.1 Îòâåòû.
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1. 1. 2. 6. 3. (�1/12)ln5. 4. (π/4)�arctg(π/4) 5. 7/72. 6. 0,2(e�1)5. 7.
1/4. 8. π/2. 9. 2. 10.e−√e .

11. arctg(1/7). 12. 29/3. 13. ln4�3/4. 14. 2π. 15. 1�2/e. 16. 1. 17.
1. 18. ln4�1. 19. 7+ln4. 20. arctge�π/4. 21. 1/3.22. 32/3. 23. 1. 24.
17/4. 25. ln2. 26. 12. 27. 9/2. 28. (3/8)πab 29. 3πa2. 30. πab. 31.
(πa2)/4.

32. (πa2)/4. 33. 18πa2. 34. 37π/6 − 5
√
3 . 35. (πa2)/4. 36. 1 +

+ 1
2 ln 3

2 . 37.
8
27 (10

√
10 − 1). 38.

√
2 + ln(1+

√
2 ).

39.
√
1+ e2 −

√
2 + ln (

√
1+ e2 − 1)(

√
2 + 1)

e
. 40. ln(e +

√
e2 − 1 ).

41. 14 (e2 + 1).42. 6a. 43. 5a
(
1+ 1

2
√
3

ln(2+
√
3 )

)
.

44. 24. 45. 56. 46. 8a. 47. (3/2)πa. 48. a
√
2 (eϕ0 − 1). 49. 8,6. 50.

9,42. 51. 16. 52. π2/2. 53. 3/8π2. 54. π/4.
55. π/2. 56. 5π2a2. 57. π(π2/4�2). 58. (4/7)π. 59. 2π. 60. 8/3π. 61.

25,12. 62. 4,17. 63.π/9(
√

(1+ a4)3 − 1).
64.πa2

4 (e2 − e−2 + 4). 65. (12/5)πa2. 66. 4,25.



Ëåêöè ÿ 16
ÍÅÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÛ

16.1. Èíòåãðàëû ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè
èíòåãðèðîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå 16.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ïîëóèòåðâ-
ëå [a, ∞) è èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà, åñëè
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
b→∞

b∫

a

f(x)dx,

òî îí íàçûâåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ñ áåñêîíå÷íûì âåðõ-
íèì ïðåäåëîì è îáîçíà÷àåòñÿ

lim
b→∞

b∫

a

f(x)dx =

∞∫

a

f(x)dx. (16.1)

Åñëè ïðåäåë êîíå÷íûé, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, à åñëè îí
áåñêîíå÷íûé èëè íå ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàë ñ íèæíèì áåñêîíå÷-
íûì ïðåäåëîì èëè ñ îáîèìè áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè

lim
b→∞

b∫

a

f(x)dx =

b∫

−∞
f(x)dx,

lim
b→∞

b∫

−b

f(x)dx =

∞∫

−∞
f(x)dx.

Â ýòîì ñëó÷àå â îïðåäåëåíèè 16.1 ïîëóèíòåðâàë [a, ∞) çàìåíÿåòñÿ
íà ïîëóèíòåðâàë (−∞, b] è èíòåðâàë (−∞, ∞) ñîîòâåòñòâåííî. Èí-
òåãðàëû ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè, ÷àñòî íàçûâàþò íåñîáñòâåííûìè
èíòåãðàëàìè ïåðâîãî ðîäà.
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Ïðèìåð 16.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
0

xe−x2
dx, åñëè îí ñõîäèòñÿ.

∞∫

0

xe−x2
dx = lim

b→∞

b∫

0

xe−x2
dx = lim

b→∞
−1
2e−x2

∣∣∣∣∣
b

0
=

= lim
b→∞

−1
2

(
e−b2 − 1

)
= 1

2 .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó (16.1), ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî
íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ïåðâîëãî ðîäà îáëàäàþò òàêèìè æå ñâîéñòâà-
ìè, êàêèìè îáëàäàåò îáû÷íûé îïðåäåëåííûé èíòåãðàë. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàññìîòðåííûå äëÿ
îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

16.2. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò íåîòðèöàòåëüíûõ
ôóíêöèé

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëû ñ îäíèì
áåñêîíå÷íûì ïðåäåëîì

Ðàññìîòðèì äâà èíòåãðàëà

1.
∞∫

a

f(x)dx, 2.
∞∫

a

g(x)dx

Òåîðåìà 16.1. (Ïåðâàÿ òåîðåìà ñðàâíåíèÿ) Ïóñòü ôóíêöèè f(x) >
> 0, g(x) > 0 � íåïðåðûâíû íà ïîëóèòåðâàëå [a, ∞), è âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî f(x) 6 g(x). Òîãäà èç ñõîäèìîñòè âòîðîãî èíòåãðïëà
ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïåðâîãî, à èç ðàñõîäèìîñòè ïåðâîãî èíòåãðàëà
ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü âòîðîãî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì ôóíêöèè âåðõíåãî ïðåäåëà

F1(b) =

b∫

a

f(x)dx, F2(b) =

b∫

a

g(x)dx.

Ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíû è äèôôåðåíöèðóåìû (òåîðåìà 15.1). Ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn}. bn → ∞ ïðè n → ∞. Èç óñëîâèÿ
f(x) 6 g(x) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî F1(bn) 6 F2(bn). Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñëåäñòâèåì ê òåîðåìå 1.11, ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà
F1(bn) 6F2(bn), îòêóäà èìååì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤

Ïðèìåð 16.2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë
∞∫

1

dx

x4 + x + 1
.
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Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà. Îäíàêî èíòåãðèðîâàòü ýòîò
èíòåãðàë äîñòàòî÷íî òðóäîåìêî. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì èíòåãðàë

∞∫

1

dx

x4 = lim
b→∞

b∫

1

dx

x4 = lim
b→∞

(
− 1
3x3

) ∣∣∣∣∣
b

1
= lim

b→∞

(
− 1
3b3

+ 1
3

)
= 1

3 .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî
1

x4 + x + 1
<

1
x4

íà îñíîâàíèè òåîðåìû 16.1. äåëàåì çàêëþ÷åíèå î ñõîäèìîñòè çàäàííîãî
èòåãðàëà.

Òåîðåìà 16.2. (Âòîðàÿ òåîðåìà ñðàâíåíèÿ) Ïóñòü ôóíêöèè f(x) >
> 0, g(x) > 0 � íåïðåðûâíû íà ïîëóèòåðâàëå [a, ∞) è âûïîëåíî
óñëîâèå

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= A, A ∈ (0,∞).

Òîãäà îáà íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëà

1.
∞∫

a

f(x)dx, 2.
∞∫

a

g(x)dx

îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

∀ε > 0 ∃x1 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè x > x1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣
f(x)

g(x)
−A

∣∣∣∣ < ε

Âîçüìåì ε = A/2, è ðàñêðîåì ìîäóëü â íåðàâåíñòâå
1
2A <

f(x)

g(x)
<

3
2A =⇒ A

2 g(x) < f(x) <
3
2Ag(x).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 16.1 ê ñèñòåìå íåðàâåíñòâ



A

2 g(x) < f(x),

f(x) <
3
2Ag(x).

Åñëè ïåðâûé èòåãðàë ñõîäèòñÿ, òî èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò
ñõîäèìîñòü âòîðîãî. Åñëè âòîðîé èòåãðàë ñõîäèòñÿ, òî èç âòîðîãî
íåðàâåíñòâà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïåðâîãî. Òàê êàê ìû èìååì ñèñòåìó
íåðàâåíñòâ, òî ëèáî îáà èòåãðàëà ñõîäÿòñÿ, ëèáî ðàñõîäÿòñÿ. ¤

Ïðèìåð 16.3. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë
∞∫

1

x2sin
1
x3 dx
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Âîçüìåì äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë
∞∫
1

dx

x
. Óáåäèìñÿ, ÷òî

îí äåéñòâèòåëüíî ðàñõîäèòñÿ

∞∫

1

dx

x
= lim

b→∞

b∫

1

dx

x
= lim

b→∞
(lnb− ln1) = ∞.

Íàéäåì ïðåäåë

lim
x→∞

(
x2sin

1
x3

)
/

( 1
x

)
= lim

x→∞

(
x2

x3

)
/

( 1
x

)
= 1.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 16.2, èñõîäíûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

16.3. Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ
èíòåãðàëîâ

Îïðåäåëåíèå 16.2. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∞∫

a

f(x)dx

íàçûâàåòñ à) àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåí-
íûé èíòåãðàë

∞∫

a

|f(x)| dx,

á) óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ åñëè èíòåãðàë
∞∫
a

f(x)dx ñõîäèòñÿ, à èíòåã-

øðàë
∞∫
a

|f(x)| dx ðàñõîäèòñÿ.
Òåîðåìà 16.3. Èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èí-

òåãðàëà îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñëåäóåò åãî ñõîäèìîñòü.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ ôóíêöèè ñëåäóåò,

÷òî
− |f(x)| 6 f(x) 6 |f(x)| . Íà îñíîâàíèè âòîðîãî ñâîéñòâà îïðåäåëåí-

íûõ èíòåãðàëîâ èìååì

−
b∫

a

|f(x)| dx 6
b∫

a

f(x)dx 6
b∫

a

|f(x)| dx.
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Ââåäåì ôóíêöèè âåðõíåãî ïðåäåëà

F1(b) =

b∫

a

f(x)dx, F2(b) =

b∫

a

|f(x)| dx.

Ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíû è äèôôåðåíöèðóåìû (òåîðåìà 15.1). Ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn. bn → ∞ ïðè n → ∞. Èç óñëîâèÿ
f(x) 6 g(x) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

F1(bn) 6 F2(bn). Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì ê òåîðåìå
1.11, ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

lim
n→∞

−F2(bn) 6 lim
n→∞

F1(bn) 6 lim
n→∞

F2(bn).

Åñëè lim
ò→∞

F2(bn) êîíå÷íûé, òî è lim
ò→∞

−F2(bn) òîæå êîíå÷íàÿ
îòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Ñëåäîâàòåëüíî, lim

n→∞
F1(bn) òîæå êîíå÷íàÿ

âåëè÷èíà.¤
Òåîðåìà 16.4 Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà ïðè x > a > 0 è

ñóùåñòâóåò êîíå÷ísûå ÷èñëà B > 0, β > 1 òàêèå, ÷òî |f(x)| 6 B/xβ,
òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∞∫
a

|f(x)| dx àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∞∫

a

B

xβ
dx = lim

b→∞
B

b∫

a

dx

xβ
= lim

b→∞
B

(
− 1

(β − 1) bβ−1 + 1
(β − 1) aβ−1

)
=

= B

(β − 1) aβ−1

ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, òî èç íåðàâåíñòâà |f(x)| 6 B/xβ , â ñîîòâåòñòâèè
ñ òåîðåìîé 16.1, ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. ¤

Ïðèìåð 16.4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∞∫
1

cosx

x2 dx.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó∣∣∣ cosx
x2

∣∣∣ 6 1
x2 äëÿ âñåõ x > 1. Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé

16.4, íñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∞∫
1

cosx

x2 dx àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

16.4. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò íåîãðàíè÷åííûõ
ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 16.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà èíåîãðàíè÷å-
íà íà ïîëóèíòåðâàëå [a, b), íî îíà îãðàíè÷åíà è èíòåãðèðóåìà íà
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îòðåçêå [a, b− ε] ïðè ëþáûõ çíà÷åíèé ε > 0. Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò
ïðèäåë

lim
ε→0

b−ε∫

a

f(x)dx (16.2)

òî îí íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòãðàëîì îò íåîãðàíè÷åííîé
ôóíêöèè f(x)íà îòðåçêå [a, b] è îáîçíà÷àåòñÿ

b∫
a

f(x)dx

Òàêèì îáðàçîì,

lim
ε→0

b−ε∫

a

f(x)dx =

b∫

a

f(x)dx

Åñëè ïðåäåë êîíå÷íûé, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, à åñëè îí
áåñêîíå÷íûé èëè íå ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëû îò ôóíêöèè íåîãà-
íè÷åííîé íà ëåâîì êîíöå îòðåçêà èëè âíóòðè èíòåðâàëà c ∈ (a, b)

lim
ε→0

b∫

a+ε

f(x)dx =

b∫

a

f(x)dx

lim
ε→0




ñ−ε∫

a

f(x)dx +

b∫

c+ε

f(x)dx


 =

b∫

a

f(x)dx

Èíòåãðàëû îò íåîãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, ÷àñòî íàçûâàþò íåñîáñòâåí-
íûìè èíòåãðàëàìè âòîðîãî ðîäà.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó (16.2), ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î
òîì, ÷òî íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà îáëàäàþò òàêèìè æå
ñâîéñòâàìè, êàêèìè îáëàäàåò îáû÷íûé îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, òàê êàê
âû÷èñëåíèå ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïðåäåëà îò îïðåäåëåííîãî èíòåãðà-
ëà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ,
ðàññìîòðåííûå äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Ïðèìåð 16.5. Èññëåäîâàòü èíòåãðàë
1∫
0
lnxdx.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóãêöèÿ èìååò îñîáóþ òî÷êó x = 0, òàê êàê ïðè
x → 0, lnx → −∞

1∫

0

lnxdx = lim
ε→0

1∫

ε

lnxdx =
∣∣∣∣

u = lnx, du = dx/x
dv = dx, v = x

∣∣∣∣ =

= lim
ε→0


xlnx

∣∣∣∣
1
ε
−

1∫

ε

dx


 = lim

ε→0
(−εlnε− 1+ ε) .
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Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
ε→0

lnε

1/ε
= lim

ε→0

(
1/ε

−1/ε2

)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì èìååì
1∫
0
lnxdx = −1.

Äëÿ èíòåãðàëîâ

1.
b∫

a

f(x)dx, 2.
b∫

a

g(x)dx

ñ íåîòðèöàòåëüíûìè, íåîãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè f(x) è g(x) ñïðà-
âåäëèâû òåîðåìû ñðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 16.1 è 16.2. Îò-
ëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëóèíòåðâàë [a, ∞) çàìåíÿåòñÿ íà ïîëóèí-
òåðâàë [a, b),â ñëó÷àå, åñëè îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé íàõîäÿòñÿ â òî÷êå
x = b. Ñîîòâåòñòâåííî èçìåíÿþòñÿ ýòè ïîëóèíòåðâàëû è â ñëó÷àÿõ,
êîãäà îñîáûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ ñëåâà èëè â ñàìîì èíòåðàëå (a, b)

Ïðèìåð 16.6. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë
π∫

0

2+ sinx

(π − x)2
dx.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò îñîáóþ òî÷êó x = π. Íà îòðåçêå [0, π]
ôóíêöèÿ sinx > 0. Âîçüìåì äëÿ ñðàâíåíèÿ èíòåãðàë

π∫

0

1
(π − x)2

dx = lim
ε→0

π−ε∫

0

1
(π − x)2

dx = lim
ε→0

(1
ε
− 1

π

)
= ∞.

Òàê êàê 2+ sinx

(π − x)2
>

1
(π − x)2

,

òî èññëåäóåìûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

16.5. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûìè ïðå-

äåëàìè?
2. Ñôîðìóëèðóéòå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

ïåðâîãî ðîäà.
3. Ñôîðìóëèðóéòå ïåðâóþ è âòîðóþ òåîðåìó ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîá-

ñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà.
4. Êàêîé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ àáñîëþò-

íî ñõîäÿùèìñÿ, è êàêîé óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ?
5. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò íåîãðà-

íè÷åííûõ ôóíêöèé.
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6. Ñôîðìóëèðóéòå ïåðâóþ è âòîðóþ òåîðåìó ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîá-
ñòâåííûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà.

7. . Ñôîðìóëèðóéòå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ
âòîðîã ðîäà.

16.6. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷

Ïðèìåð 16.7. Âû÷èñëèòü
∞∫
0

d x

1+ x2 .
Ðåøåíèå.

∞∫

0

d x

1+ x2 = lim
b→∞

b∫

0

d x

1+ x2 = lim
b→∞

(arctgx)
∣∣∣∣

b

0
= lim

b→∞
(arctg b− arctg 0) = π

2 .

Ïðèìåð 16.8. Âû÷èñëèòü
1∫
0

d x√
1− x2

.

Ðåøåíèå. lim
x→1

1√
1− x2

=
[1
0

]
= ∞.

1∫

0

d x√
1− x2

= lim
ε→0

1−ε∫

0

d x√
1− x2

= lim
ε→0

(arcsin x)
∣∣∣∣
1−ε

0
=

= lim
ε→0

(arcsin (1− ε)− arcsin 0) = π

2 .

Ïðèìåð 16.9. Èññëåäîâàòü
1∫
0

d x

sin2 x
.

Ðåøåíèå. lim
x→0

1
sin2 x

=
[1
0

]
= ∞.

1∫

0

d x

sin2 x
= lim

ε→0

1∫

0+ε

d x

sin2 x
= lim

ε→0
(ctgx)

∣∣∣∣
1

0+ε
=

= lim
ε→0

(−ctg 1 + ctg (0+ ε)) = −π

4 +∞ = ∞ .

Èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.
Ïðèìåð 16.10. Èññëåæîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

∞∫

1

cos2x
x

dx.
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Ðåøåíèå.
∞∫

1

cos2x
x

dx =

∣∣∣∣∣∣
u = 1

x
, du = −dx

x2

dv = cos2xdx, v = 1
2sin2x

∣∣∣∣∣∣
=

= lim
b→∞


sin2x

2x

∣∣∣∣
b
1 +

b∫

1

sin2x
2x2 dx


 = −sin2

2 + lim
b→∞

b∫

1

sin2x
2x2 dx.

Èíòåãðàë
∞∫
1

sin2x
2x2 dx ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òàê êàê |sin2x|

2x2 6 1
2x2 . Ñëå-

äîâàòåëüíî, èíòåãðàë
∞∫
1

cos2x
x

dx

ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.
Ïðèìåð 16.11. Ðàññìîòðèì ïðèìåð óñëîâíî ñõîäÿùåãî èíòåãðàëà

∞∫
1

sinx

x
dx.

Ðåøåíèå. Èññëåäóåì àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòüýòîãî èíòåãðàëà, ò. å.
áóäåì èññëåäîâàòü èíòåãðàë
∞∫
1

|sinx|
x

dx.

Âîçüìåì äëÿ ñðàâíåíèÿ èíòåãðàë
∞∫

1

sin2x

x
dx =

∞∫

1

dx

2x −
2∫

1

cos2x
2x dx.

Ïåðâûé èíòåãðàë ðàñõîäÿùèéñÿ, à âòîðîé ñõîäÿùèéñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî
èññëåäóåìûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ. Èç ñîîòíîøåíèÿ |sinx| > sin2x ñëå-
äóåò, ÷òî èíòåãðàë

∞∫
1

|sinx|
x

dx ðàñõîäèòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

∞∫

1

sinx

x
dx = lim

b→∞

b∫

1

sinx

x
dx =

∣∣∣∣∣
u = 1

x
, du = −dx

x2

dv = sinxdx, v = −cosx

∣∣∣∣∣ =

= lim
b→∞


− cosx

x

∣∣∣∣∣
b

1
−

b∫

1

cosx

x2 dx


 = cos1−

∞∫

1

cosx

x2 dx

Èíòåãðàë
∞∫
1

cosx

x2 dx ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èëè, ÷òî èñõîäíûé
èíòåãðàë àáñîëþòíî íå ñõîäèòñÿ, õîòÿ ñàì ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèì. Èíûìè
ñëîâàìè èìååì óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü.
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16.7. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû
(èëè óñòàíîâèòü èõ ðàñõîäèìîñòü)

1.
∞∫
−∞

dx

x2 + 4x + 9
. 2.

∞∫
0

arctgxdx

x2 + 1
. 3.

∞∫
−∞

2xdx

x2 + 1
.

4..
∞∫
1

ln xdx

x
5.

∞∫
0

xe−x2
dx. 6.

∞∫
0

x sin xdx.

7.
∞∫
0

e−
√

x dx. 8.
∞∫
0

x3e−x2
dx. 9.

∞∫
1

dx

x2(x + 1)
.

10.
∞∫
0

xdx

(1+ x)3
. 11.

1/2∫
0

dx

x ln x
. 12.

π/2∫
0
ctgxdx.

13.
2∫
1

xdx√
x− 1

. 14.
e∫
1

dx

x
√

ln x
. 15.

3∫
0

dx

(x− 1)2
.

16.
1∫
0,5

xdx√
1− x2

. 17.
6∫
3

dx

x2 − 7x + 10
. 18.

1∫
0
ln xdx.

19.
1∫
0

arcsin xdx√
1− x2

. 20.
2∫
−2

4x3dx

x4 − 1
. 21.

27∫
−8

dx
3√x

.

22.
1∫
−1

3x2 + 2
3√
x2

dx.

16.7.1. Îòâåòû. 1. π
/√

5 . 2. π2/8. 3. Ðàñõîäèòñÿ. 4. Ðàñõîäèòñÿ.
5. 1/2. 6. Ðàñõîäèòñÿ. 7. 2. 8. 1/2. 9. 1�ln2. 10. 1/2.

11. Ðàñõîäèòñÿ. 12. Ðàñõîäèòñÿ. 13. 8/3. 14. 2. 15. Ðàñõîäèòñÿ. 16.√
3

/
2. 17. Ðàñõîäèòñÿ. 18. �1.
19. π2/8. 20. Ðàñõîäèòñÿ. 21. 15/2. 22. 1447 .



Ëåêöè ÿ 17

ÄÂÎÉÍÛÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÛ

17.1. Îïðåäåëåíèå è ñóùåñòâîâàíèå äâîéíîãî
èíòåãðàëà

Ðèñ. 17.1.

Ïóñòü â îáëàñòè D çàäàíà íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ z = f(x, y). Ðàçîáüåì
îáëàñòü D íà n ÷àñòíûõ ó÷àñòêîâ. Îáî-
çíà÷èì äàííîå ðàçáèåíèå ñèìâîëîì Tn.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ∆si ïëîùàäü -é
÷àñòíîé ïîäîáëàñòè, è âûáåðåì ïðîèç-
âîëüíî òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (xi, yi), è
ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

JT (f) =
n∑

i=1
f(xi, yi)∆si.

Îïðåäåëåíèå 17.1. ×èñëî JT (f) íàçû-
âàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé, ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîìó ðàçáèå-
íèþ Tn è äàííîìó âûáîðó òî÷åê (xi, yi)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü èìåþùèõñÿ ïîäîáëà-
ñòåé ∆si

∆ = max{∆s1, · · · , ∆sn}

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå f(xiyi)∆si â èíòåãðàëüíîé ñóììå ÷èñ-
ëåííî ðàâíÿåòñÿ îáúåìó êðèâîëèíåéíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ïëîùàäüþ
îñíîâàíèÿ ∆si è âûñîòîé f(xiyi)

Îïðåäåëåíèå 17.2. Ôóíêöèÿ z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóå-
ìîé ïî Ðèìàíó â îáëàñòè D, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî I, òàêîå
÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ Tn è ëþáîãî âûáîðà òî÷åê (xi, yi) ∈ ∆si

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
4→0

n∑

i=1
f(xi, yi)∆si = I. (17.1)
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Ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x, y)
ïî îáëàñòè S è îáîçíà÷àåòñÿ

lim
4→0

n∑

i=1
f(xi, yi)∆si =

∫∫

D

f(x, y)ds. (17.2)

Äâîéíîé èíòåãðàë â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè

Ðèñ. 17.2.

Ïóñòü îáëàñòü D èìååò ïðÿìî-
óãîëüíóþ ôîðìó ðèñ.17.2. Äëÿ ýòîé
îáëàñòè ìîæíî îñóùåñòâèòü òàêîå æå,
êàê ýòî áûëî âûïîëíåíî â îïðåäå-
ëåíèè 17.1. Îäíàêî, èíîãäà óäîáíåå
ïîëüçîâàòüñÿ äðóãèì ñïîñîáîì.

Ïóñòü â îáëàñòè D çàäàíà íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ z = f(x, y). Ðàçîáüåì
îòðåçêè [a, b] è [cd] íà n è m ÷àñò-
íûõ îòðåçêîâ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî â
êàæäîì ÷àñòíîì ïðÿìîóãîëüíèêå òî÷-
êè ñ êîîðäèíàòàìè (xi, yi) ∈ ∆sij , ãäå

∆sij = ∆xi∆yj � ïëîùàäü ÷àñòíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Ðèñ. 17.2.
Òîãäà èíòåãðàëüíàÿ ñóììà áóäåò èìåòü âèä

JT (f) =
n∑

i−1

m∑

j=1
f(xi, yj)∆xi∆yj .

17.1.1. Ñóùåñòâîâàíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà. Òåîðèÿ Äàðáó,
÷àñòè÷íûå ñâåäåíèÿ êîòîðîé äëÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ, ïðèâåäåíû
â ëåêöèè 14, ïîëíîñòüþ ïåðåíîñèòñÿ íà äâîéíûå èíòåãðàëû. Ïîýòîìó
ìû áóäåì åþ ïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ.

Ñîñòàâèì âåðõíåþ è íèæíåþ ñóììû Äàðáó

ST =
n∑

i−1

m∑

j=1
Mij∆xi∆yj , sT =

n∑

i−1

m∑

j=1
mij∆xi∆yj

ãäå
Mij = sup

x,y∈4sij

f(x, y), mij = inf
x,y∈4sij

f(x, y)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû òåîðåìû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì òåîðåì 14.2,
14.3. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî èõ ôîðìóëèðîâêàìè.

Òåîðåìà 17.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû îãðàíè÷åííàÿ â îáëàñòè D ôóíê-
öèÿ f(x, y) áûëà èíòåãðèðóåìà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

lim
4→0

(ST − sT ) = 0. (17.3)

Òåîðåìà 17.2. Íåïðåðûâíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ f(x, y) èíòåãðè-
ðóåìà íà ýòîé îáëàñòè.
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17.2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà
Ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì îáû÷íîãî îïðå-

äåëåííîãî èíòåãðàëà. Ïîýòîìó ïðèâåäåì èõ áåç äîêàçàòåëüñòâà.
1. Ëèíåéíîå ñâîéñòâî. Åñëè ôóíêöèè f(x, y), g(x, y) èíòåãðèðóåìû

â îáëàñòè D, òî ôóíêöèÿ αf(x, y) ± βg(x, y) , ãäå α, β - íåêîòîðûå
âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫∫

D

(αf(x, y)± βg(x, y)) ds = α

∫∫

D

f(x, y)ds± β

∫∫

D

g(x, y)ds.

2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè D, à îáëàñòü D
ðàçáèòà íåïðåðûâíîé êðèâîé íà äâå D1 è D2, òî ôóíêöèÿ f(x, y)
èíòåãðèðóåìà â êàæäîé èç îáëàñòåé è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∫∫

D

f(x, y)ds =
∫∫

D1

f(x, y)ds +
∫∫

D2

f(x, y)ds.

3. Åñëè ôóíêöèè f(x, y), g(x, y) èíòåãðèðóåìû â îáëàñòè D, òî èõ
ïðîèçâåäåíèå òîæå èíòåãðèðóåìî â îáëàñòè D.

4. Åñëè ôóíêöèè f(x, y), g(x, y) èíòåãðèðóåìû â îáëàñòè D, è
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x, y) 6 g(x, y), òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∫∫

D

f(x, y)ds 6
∫∫

D

g(x, y)ds.

5. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè D, òî ôóíêöèÿ
|f(x, y)| òîæå èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè D è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣∣∣∣

∫∫

D

f(x, y)ds

∣∣∣∣∣∣
6

∫∫

D

|f(x, y)| ds.

6. Òåîðåìà î ñðåäíåì. Åñëè ôóíêöèè f(x, y), g(x, y) èíòåãðèðóåìû
â îáëàñòè D è g(x, y) > 0, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî µ, óäîâëåòâîðÿþùåå
íåðàâåíñòâó m 6 µ 6 M , ãäå

M = sup
x,y∈D

f(x, y), m = inf
x,y∈D

f(x, y)

òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
∫∫

D

f(x, y)g(x, y)ds = µ

∫∫

D

g(x, y)ds.
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Ïðè ýòîì íàéäåòñÿ òî÷êà (ξ, θ) ∈ D òàêàÿ, ÷òî áóäåò èìåòü ìåñòî
ðàâåíñòâî ∫∫

D

f(x, y)g(x, y)ds = f (ξ, θ)
∫∫

D

g(x, y)ds.

Åñëè g(x, y) = 1, òî ïîëó÷èì ÷àñòíûé ñëó÷àé∫∫

D

f(x, y)ds = µSD

∫∫

D

f(x, y)ds = f (ξ, θ)SD ,

ãäå SD � ïëîùàäü îáëàñòè D.

17.3. Ñâåäåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó
îäíîêðàòíîìó

Òåîðåìà 17.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(x, y) â ïðÿ-
ìîóãîëüíèêå (ðèñ.17.2) ñóùåñòâóåò äâîéíîé èíòåãðàë. Ïóñòü äëÿ
ëþáîãî x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

I(x) =

d∫

c

f(x, y)dy.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîâòîðíûé èíòåãðàë

I =

b∫

a

I(x)dx =

b∫

a

dx

d∫

c

f(x, y)dy.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàçîáüåì ïðÿìîóãîëüíèê òî÷êàìè a =
= x0 < x1 < · · · < xn = b, c = y0 < y1 < · · · < ym = d. Â êàæäîì ÷àñòíîì
ïðÿìîóãîëüíèêå ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

mij 6 f(x, y) 6 Mij , (17.4)
ãäå

Mij = sup
x,y∈4sij

f(x, y), mij = inf
x,y∈4sij

f(x, y).

Ïóñòü â ïðèâåäåííûõ íåðàâåíñòâàõ x = ξi, ξi ∈ [xi−1xi]. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå (17.4), ïîëó÷èì

mij∆yj 6
yj∫

yj−1

f(ξi, y)dy 6 Mij∆yj .

Ñóììèðóÿ ïî âñåì j, áóäåì èìåòü
m∑

j=1
mij∆yj 6I(ξi) 6

m∑

j=1
Mij∆yj .



17.3. Ñâåäåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó îäíîêðàòíîìó 213

Óìíîæèâ íà ∆xi , è ïðîñóììèðîâàâ ïî i, ïîëó÷èì
n∑

i=1

m∑

j=1
mij∆yj∆xi 6

n∑

i=1
I(ξi)∆xi 6

n∑

i=1

m∑

j=1
Mij∆yj∆xi.

Â ëåâîé ÷àñòè è â ïðàâîé ÷àñòè ýòèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷èëèñü íèæíÿÿ
è âåðõíÿÿ èíòåãðàëüíûå ñóììû äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà. Ïåðåõîäÿ ê
ïðåäåëó, ïîäó÷èì

lim
4→0

n∑

i=1

m∑

j=1
mij∆yj∆xi = lim

4→0

n∑

i=1

m∑

j=1
Mij∆yj∆xi =

∫∫

D

f(x, y)ds.

Ñëåäîâàòåëüíî

lim
4→0

n∑

i=1
I(ξi)∆xi =

b∫

a

I(x)dx =

b∫

a

dx

d∫

c

f(x, y)dy.¤

Ïåðåõîä îò äâîéíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó, ïî ñóùåñòâó, ÿâëÿåòñÿ
ñïîñîáîì åãî âû÷èñëåíèÿ.

Ïðèìåð 17.1. Âû÷èñëèòü
∫∫
D

x2y3dxdy. D; x1 = 1, x2 = 2, y1 =

= 1, y2 = 3.

∫∫

D

x2y3dxdy =

2∫

1

dx

3∫

1

x2y3dy =

2∫

1

x2dx

(
y4

4

) ∣∣∣∣∣
3

1
=

= 20
2∫

1

x2dx = 20x3

3

∣∣∣∣∣
2

1
= 560

3 .

Ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìà îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé,
êîãäà îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ èìååò ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó.

Ïóñòü èìååòñÿ èíòåãðàë

Ðèñ. 17.3.

∫∫

D

f(x, y)ds.

Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ D èçîáðàæåíà íà
ðèñ.17.3. Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ íà ïðÿ-
ìîóãîëüíèêå G

F (x, y) =
{

f(x, y), åñëèx, y ∈ D,
0, åñëèx, y /∈ D.
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Òîãäà â ïðÿìîóãîëüíèêå G îíà èíòåãðèðóåìà, è ìîæíî çàïèñàòü
∫∫

G

F (x, y)ds =

p∫

k

dx

d∫

c

F (x, y)dy.

Íà ïîëóèíòåðâàëàõ [k, a), (b, p] F (x, y) = 0. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì
∫∫

G

F (x, y)ds =

b∫

a

dx

d∫

c

F (x, y)dy.

Íî â îáëàñòÿõ G1 : x1 = a, x2 = b, y ∈ [c, f1(x)) è G2 : x1 = a, x2 =
= b, y ∈ (f2(x), d], ôóíêöèÿ F (x, y) = 0. Èíûìè ñëîâàìè, ïåðåìåííàÿ
y ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç îòðåçêîâ [f1(x), f2(x)], êîãäà x ∈ [a, b]. Â
ðåçóëüòàòå èìååì

∫∫

G

f(x, y)ds =

b∫

a

dx

f2(x)∫

f1(x)

F (x, y)dy =

b∫

a

dx

f2(x)∫

f1(x)

f(x, y)dy.

Òàê êàê ∫∫

D

f(x, y)ds =
∫∫

G

F (x, y)ds,,

ïîëó÷àåì
∫∫

D

f(x, y)ds =

b∫

a

dx

f2(x)∫

f1(x)

f(x, y)dy.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáëàñòü, ïî êîòîðîé ìîæíî ïåðåéòè îò äâîéíîãî
èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó, äîëæíà áûòü �ïðàâèëüíîé� . Ïî îäíîé ïåðå-
ìåííîé ãðàíèöû èçìåíåíèÿ äîëæíû áûòü ôèêñèðîâàííûìè, à îáëàñòü
èçìåíåíèÿ âòîðîé ïåðåìåííîé äîëæíà îãðàíè÷èâàòüñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿ-
ìè, êàê ýòî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 17.3.

Ðèñ. 17.4.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü
îáëàñòü èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 17.4. Â ýòîì
ñëó÷àå îáëàñòü ïðèäåòñÿ ðàçäåëèòü íà äâå.
Òîãäà èíòåãðàë

∫∫

D

f(x, y)ds =

c∫

a

dx

f2(x)∫

f1(x)

f(x, y)dy+

+

b∫

c

dx

f2(x)∫

f3(x)

f(x, y)dy.
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17.4. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â

äâîéíîì èíòåãðàëå
Ïóñòü èìååòñÿ äâîéíîé èíòåãðàë îò ôóíêöèè z = f(x, y) ïî îáëàñòè

D
Òðåáóåòñÿ ïðîèçâåñòè çàìåíó ïåðåìåííûõ x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v).

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó, ïîçâîëÿþùóþ îñóùåñòâèòü òðå-
áóåìóþ çàìåíó.

Òåîðåìà 17.4. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v) ïå-
ðåâîäèò îáëàñòü DâG ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì è ôóíêöèè
ϕ(u, v), ψ(u, v) â îáëàñòè D èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå è îòëè÷íûé îò íóëÿ ÿêîáèàí

D(x, y)

D(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣

∂ϕ

∂u

ðϕ
∂v

∂ψ

∂u

∂ψ

∂v

∣∣∣∣∣∣
òî ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà

∫∫
D

f(x, y)ds, ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

∫∫

D

f(x, y)dxdy =
∫∫

D1

f(ϕ(u, v), ψ(u, v))
∣∣∣∣
D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ dudv.

17.4.1. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Äëÿ ïåðåõîäà îò äåêàð-
òîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (x, y, z) ê öèëèíäðè÷åñêèì (ϕ, ρ, z), èñïîëü-
çóþòñÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïåðåõîäà x = ρcosϕ, y = ρsinϕ, z = z

Åñëè èìååì èíòåãðàë â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à íåîáõîäèìî
îñóùåñòâèòü çàìåíó ïåðåìåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì öèëèíäðè÷åñêèõ
êîîðäèíàò, òî âû÷èñëÿåì ÿêîáèàí

D(x, y)

D(ϕ, ρ)
=

∣∣∣∣
−ρsinϕ cosϕ
ρcosϕ sinϕ

∣∣∣∣ = −ρ,
∣∣∣∣
D(x, y)

D(ϕ, ρ)

∣∣∣∣ = ρ

Ñëåäîâàòåëüíî, áóäåì èìåòü∫∫

D

f(x, y)dxdy =
∫∫

D1

f(ρcosϕ, ρsinϕ)ρdρdϕ.

Ïðèìåð 17.2. Âû÷èñëèòü∫∫

D

(x + xy) dxdy, D : x2 + y2 = 4.

Ïåðåõîäèì ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì x + xy = ρcosϕ +
+ ρ2cosϕsinϕ. Îáëàñòü



216 Ëåêöèÿ 17. Äâîéíûå èíòåãðàëû

D : x2 + y2 = 4 îñòàåòñÿ êðóãîì ρ = 2 Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ,
ïîëó÷èì

∫∫

D

(x + xy) dxdy =
∫∫

D1

(
ρcosϕ + ρ2cosϕsinϕ

)
ρdρdϕ =

=

2π∫

0

dϕ

2∫

0

(
ρ2cosϕ + ρ3cosϕsinϕ

)
dρ =

2π∫

0

dϕ

(
ρ3

3 cosϕ + ρ4

4 cosϕsinϕ

) ∣∣∣∣∣
2

0
=

= 8
3

2π∫

0

cosϕdϕ + 2
2π∫

0

sin2ϕdϕ =
(8
3sinϕ− cos2ϕ

) ∣∣∣∣∣
2π

0
=

=
(8
3sin2π − cos4π

)
−

(8
3sin0− cos0

)
= 0.

17.5. Ïðèëîæåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà

17.5.1. Âû÷èñëåíèå îáúåìîâ. Êîãäà ââîäèëîñü ïîíÿòèå äâîé-
íîãî èíòåãðàëà, áûëî âûÿñíåíî, ÷òî ÷èñëåííî åãî çíà÷åíèå ðàâíÿåòñÿ
îáúåìó ôèãóðû, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ z = f(x, y) è ïëîñ-
êîñòüþ xOy. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïî âû÷èñëåíèÿ îáúåìà.

Ïðèìåð 17.3. Âû÷èñëèòü îáúåì ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíî-
ñòÿìè

z2 = x2 + y2z2 + x2 + y2 = 8, z = 0

Ðèñ. 17.5.

Èìååì ïåðåâåðíóòûé êîíóñ, âûðåçàþùèé øà-
ðîâîé ñåãìåíò è èç øàðà. Ïðåîáðàçóåì çàäàí-
íûå óðàâíåíèÿ â öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû
x = ρcosϕ, y = ρsinϕ, z = z

z = ρ, z =
√
8− ρ2 , z = 0. Îïðåäåëèì îá-

ëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðî-
åêöèÿ ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòü xOy.
ρ =

√
8− ρ2 =⇒ ρ = 2 . Ïîëó÷èëè, ÷òî îáëàñòüþ

èíòåãðèðîâàíèÿ D ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü ðàäèóñà
2.

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ îáúåì äàííîé ôèãóðû âûðàæàåòñÿ ôîð-
ìóëîé.

V =

2∫

−2

dx

√
4−x2∫

−
√

4−x2

(√
8− x2 − y2 −

√
x2 + y2

)
dy =
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=

2π∫

0

dϕ

2∫

0

(√
8− ρ2 − ρ

)
ρdρ =

2π∫

0

dϕ

(
−

√
(8− ρ2)3 − ρ2

2

) ∣∣∣∣∣
2

0
=

=
(
16
√
2 − 10

) 2π∫

0

dϕ = 2
(
16
√
2 − 10

)
π (êóá.åä).

17.5.2. Ìåõàíè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ. Ïóñòü µ(x, y) - ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû íåêîòîðîé ïëîñêîé ôèãóðû D. Òîãäà ìàññà ïëîñ-
êîé ôèãóðû îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

m =
∫∫

D

µ(x, y)dxdy.

Ñòàòè÷åñêèå è êèíåòè÷åñêèé ìîìåíòû ïëîñêîé ôèãóðû D îòíîñèòåëüíî
îñåé Ox ,Oy ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

Mx =
∫∫

D

µ(x, y)ydxdy, Jx =
∫∫

D

µ(x, y)y2dxdy,

My =
∫∫

D

µ(x, y)xdxdy, Ju =
∫∫

D

µ(x, y)x2dxdy.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò öåíòðà òÿæåñòè ïëîñêîé ôèãóðû, ñïðàâåä-
ëèâû ôîðìóëû:

x∗ = My

m
, y∗ = Mx

m
.

Ïðèìåð 17.4. Âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè ïëîñêîé îäíî-
ðîäíîé ôèãóðû ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû µ(x, y) = 1, êîòîðàÿ
îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿìè y = 1 + x2, y = 0, x = 0, x = 3. Îïðåäåëÿåì
ìàññó

m =
∫∫

D

dxdy =

3∫

0

dx

1+x2∫

0

dy =

3∫

0

(
1+ x2

)
dx =

(
x + x3

3

) ∣∣∣∣∣
3

0
= 12 (åä.ìàññû)

Îïðåäåëèì ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû:

Mx =

3∫

0

dx

1+x2∫

0

ydy =

3∫

0

(
1+ x2

)2

2 dx = 1
2

(
x + 2x3

3 + x5

5

) ∣∣∣∣∣
3

0
=

= 1
2

(
3+ 18+ 243

5

)
= 34, 8,
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My =

3∫

0

dx

1+x2∫

0

xdy =

3∫

0

(
x + x3

)
dx =

(
x2

2 + x4

4

) ∣∣∣∣∣
3

0
=

(9
2 + 81

4

)
= 29, 25

Òîãäà
x∗ = 29, 25

12 = 2, 4375, y∗ = 34, 8
12 = 2, 9.

Ðèñ. 17.6.

17.5.3. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè
ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü çàäàíà ïîâåðõíîñòü
z = f(x, y), ïëîùàäü êîòîðîé îáîçíà÷èì
ñèìâîëîì S, ðèñ.17.6. Ïðîåêöèþ ýòîé
ïîâåðõíîñòè íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü
xOy îáîçíà÷èì ñèìâîëîì G. Ðàçîáüåì îá-
ëàñòü G ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà n ÷à-
ñòåé. Â êàæäîé èç íèõ, ïëîùàäü êîòîðûõ
∆gi âûáåðåì ïðîèçâîëüíî òî÷êè ñ êîîðäè-
íàòàìè (xi, yi). Íà ïîâåðõíîñòè ýòîé òî÷êå
è ó÷àñòêó ∆gi áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êà
zi è ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ∆si. Ïðîâåäåì â

òî÷êå (xi, yi, zi) êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü σ

f
′
x(xi, yi) (x− xi) + f

′
y(xi, yi) (y − yi)− (z − zi) = 0.

Íà ýòîé ïëîñêîñòè âûäåëèì ó÷àñòîê ∆σi , ïðîåêöèåé êîòîðîãî íà
ïëîñêîñòü G ÿâëÿåòñÿ ó÷àñòîê ∆gi. Â òî÷êå (xi, yi, zi) ïðîâåäåì âåêòîð
íîðìàëè n, êîòîðûé èìååò êîîðäèíàòû {f ′x(xi, yi), f

′
y(xi, yi), −1}.

Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

J(f) =
n∑

i=1
∆si.

Òîãäà ïðåäåë lim
n→∞

n∑
i=1

∆si = S. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ∆gi = ∆σi cosγi, ãäå
γi óãîë ìåæäó âåêòîðîì íîðìàëè n è îñüþ oz.

cosγi = 1√
1+ (f ′x(xi, yi))

2
+ (f ′y(xi, yi))

2
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî lim
n→∞

∆σi =∆si , ïîëó÷èì
n∑

i=1

∆gi

cosγi
=

n∑

i=1

√
1+ (f ′x(xi, yi))

2 +
(
f ′y(xi, yi)

)2 ∆gi =

=
∫∫

G

√
1+ (f ′x(x, y))2 +

(
f ′y(x, y)

)2
dg =
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=
∫∫

G

√
1+ (f ′x(x, y))2 +

(
f ′y(x, y)

)2
dxdy.

17.6. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà.
2. Ïåðå÷èñëèòå îñíîâíûå ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà.
3. Ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé.
4. Êàê îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå?
5. Êàê îñóùåñòâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà?
6. Îáîñíóéòå ïðåîáðàçîâàíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà â ïîâòîðíûå.
7. Êàê âû÷èñëèòü îáúåì ïðîñòðàíñòâåííîé ôèãóðû ñ ïîìîùüþ äâîé-

íîãî èíòåãðàëà?
8. Êàê âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè ïëîñêîé ôèãóðû?

17.7. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷
Ïðèìåð 17.5. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:

−
√
3∫

−2

dx

√
4−x2∫

0

f(x, y)dy+

0∫

−
√
3

dx

2−
√

4−x2∫

0

f(x, y)dy.

Ðåøåíèå:

Ðèñ. 17.7.

Ïîñòðîèì îáëàñòü S1, îãðàíè÷åííóþ ëèíèÿìè
x = −2,x = −

√
3 , y = 0, y =

√
4− x2 .

Îáëàñòü S2 îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè x = −
−
√
3 ; x = 0, y = 0 è y = 2 −

√
4− x2 . Ïî-

ñëåäíÿÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íèæíþþ ÷àñòü
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå D(0,2) è ðà-
äèóñîì 2. Ïîêàæåì ýòè îáëàñòè íà ðèñ.17.7.

Ïîëó÷åííàÿ îáëàñòü S = S1 ∪ S2 îãðà-
íè÷åíà êðèâûìè x = ϕ1(y) = −

√
4− y2 ,

x = ϕ2(y) = −
√
4y − y2 , y = 0, y = 1, ïðè-

÷åì âñþäó íà îòðåçêå [0;1] ôóíêöèè ϕ1(y) è
ϕ2(y) íåïðåðûâíû è ϕ1(y) 6 ϕ2(y). Ïîýòîìó
äëÿ íîâîãî ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ îáîéäåì-
ñÿ îäíèì èíòåãðàëîì. Èìååì

−
√
3∫

−2

dx

√
4−x2∫

0

f(x, y)dy+

0∫

−
√
3

dx

2−
√

4−x2∫

0

f(x, y)dy =
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=

1∫

0

dy

−
√

4y−y2∫

−
√

4−y2

f(x, y)dx.

Ïðèìåð 17.6. . Âû÷èñëèòü
∫∫
D

(54x2y2 + 150x4y4)dxdy; D: x=1, y=
=x3, y = −√x .

Ðèñ. 17.8.

Ðåøåíèå. Èçîáðàçèì îáëàñòü èíòå-
ãðèðîâàíèÿ íà ðèñ.17.8. Ïðè x ∈ [ 0; 1]
ôóíêöèè y1 = −√x è y2 = x3 íåïðå-
ðûâíû è y1 6 y2. Ðàññòàâèì ïðåäåëû
èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå
è âû÷èñëèì åãî

1∫
0
dx

x3∫
−√x

(54x2y2 + 150x4y4)dy =

=
1∫
0
(18x2y3 + 30x4y5)

∣∣∣x3

−√x
dx =

=
1∫
0
(18x11 + 30x19 + 18x

7
2 + 30x

13
2 )dx =

= (32x12 + 3
2x20 + 4x

9
2 + 4x

15
2 )

∣∣1
0 = 11 .

Ïðèìåð 17.7. Âû÷èñëèòü
∫∫

D

12ye6xydxdy ; D : y = ln 3, y = ln 4, x = 1
6 , x = 1

3 .

Ðåøåíèå:
Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê.
Ðàññòàâèì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå è âû-

÷èñëèì åãî:
ln 4∫

ln 3

dy

1/3∫

1/6

12ye6xydx = 2
ln 4∫

ln 3

dy

1/3∫

1/6

e6xyd(6xy) = 2
ln 4∫

ln 3

e6xy

∣∣∣∣
ln 4
ln 3 dy =

−2
ln 4∫

ln 3

(e2y − ey)dy = (e2y − 2ey)
∣∣ln 4
ln 3 =

= e2 ln 4 − 2eln 4 − e2 ln 3 + 2eln 3 = 16− 8− 9+ 6 = 5.
Ïðèìåð 17.8. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé äàííûìè ëèíèÿ-
ìè

x2 + y2 = 12, x
√
6 = y2, (x > 0).
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Ðèñ. 17.9.

Ðåøåíèå: Äàííàÿ ôèãóðà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïåðåñå÷å-
íèè îêðóæíîñòè ðàäèóñà R = 2

√
2 è ïàðàáîëû ñ

îñüþ ñèììåòðèè Ox. Èç óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû, âîçâî-
äÿ â êâàäðàò îáå ÷àñòè, èìååì 6x2 = y4. Òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ëèíèé, îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòü, îïðåäåëÿò-
ñÿ èç óðàâíåíèÿ 1

6y4 + y2 = 12. Ïîëó÷èì y = ±
√
6 .

Â ñèëó ñèììåòðèè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ èìååì

S = 2
√
6∫
0

dy

√
12−y2∫
1√
6 y2

dx = 2
√
6∫
0

(
√
12− y2 − y2√

6
)dy =

= 2(y
√
12− y2

∣∣∣∣∣
√
6

0 +

√
6∫
0

y2√
12− y2

dy−

− y3

3
√
6

∣∣∣
√
6

0 ) = 2(6−
√
6∫
0

12− y2 − 12√
12− y2

dy − 2) =

= 2(4−
√
6∫
0

√
12− y2 dy + 12

√
6∫
0

1√
12− y2

dy) =

= 2(1+ 12 arcsin y

2
√
3

∣∣∣
√
6

0 ) = 2+ 3π êâ.åä.

Ðèñ. 17.10.

Ïðèìåð 17.9. Ïëàñòèíêà D çàäàíà íåðà-
âåíñòâàìè, µ - ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü.
Íàéòè ìàññó ïëàñòèíêè, ðèñ. 17.10.D : 1 6
6 x2

16 + y2 6 3, x > 0, y > x

4 , µ = x

y5
,

ðèñ.17.9.
Ðåøåíèå:
Âîñïîëüçóåìñÿ îáîáùåííûìè ïîëÿðíû-

ìè êîîðäèíàòàìè âèäà x = aρCosϕ, y =
= bρSinϕ |J | = abρ, òîãäà ìàññó ïëàñòèíêè
ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èí-
òåãðàëà

M =

ϕ2∫

ϕ1

dϕ

ρ2(ϕ)∫

ρ1(ϕ)

abρdρ,

x = 4ρCosϕ ; y = ρSinϕ ; è µ = 4Cosϕ

ρ4Sin5ϕ
.

Èç ðèñ.17.10 âèäíî, ÷òî ϕ è r èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ:
π

4 6 ϕ 6 π

2 è 1 6 ρ 6
√
3 . Íèæíþþ ãðàíèöó ϕ ïîëó÷èì èç óðàâíåíèÿ

ïðÿìîé y = x

4 , ïåðåõîäÿ â íåé ê íîâûì êîîðäèíàòàì:ρ cosϕ = ρ sin ϕ,
îòêóäà tgϕ = 1,a ϕ = π

4 .
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Òîãäà ïîëó÷èì äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàññû äâîéíîé èíòåãðàë

M =

π
2∫
π
4

dϕ

√
3∫
1

4Cosϕ

ρ4Sin5ϕ
4ρdρ =

π
2∫
π
4

(−8Cosϕ

Sin5ϕ
· 1

ρ2

∣∣∣∣
√
3
1 )dϕ =

−8
π
2∫
π
4

Cosϕ

Sin5ϕ
(13 − 1)dϕ = 16

3

π
4∫
π
4

Sin−5ϕd(Sinϕ) = −4
3 ·

1
Sin4ϕ

∣∣∣
π
2
π
4

=

= −4
3


1− 1(

1√
2

)4


 = −4

3 (1− 4) = 4 (åä. ìàññû).

Ïðèìåð 17.10. Íàéòè îáúåì òåëà, çàäàííîãî îãðàíè÷èâàþùèìè åãî
ïîâåðõíîñòÿìè

x = 17
√
2y , x = 2

√
2y , z = 0, z + y = 1

2 .

Ðèñ. 17.11.

Ðåøåíèå: Äàííîå òåëî ÿâëÿåòñÿ öè-
ëèíäðîèäîì, îãðàíè÷åííûì ñâåðõó ïëîñ-
êîñòüþ z + y = 1

2 , ñíèçó ïëîñêîñòüþ
z = 0, à ñ áîêîâ ïðÿìûìè öèëèíäðàìè
x = 17

√
2y , x = 2

√
2y , êàê ïîêàçàíî

íà ðèñ.17.11.
Òîãäà èñêîìûé îáúåì íàõîäèì ïî ôîð-

ìóëå:

V =
∫∫
G

z(x; y)dxdy =

1
2∫
0
dy

17
√

2y∫
2
√

2y
(12 − y)dx =

=

1
2∫
0
(12 − y)(17

√
2y − 2

√
2y )dy =

15
√
2

1
2∫
0
(12y

1
2 − y

3
2 )dy = 5

2 −
3
2 = 1 êóá.åä.

Ïðèìåð 17.11. Íàéòè îáúåì òåëà, çàäàí-
íîãî îãðàíè÷èâàþùèìè åãî ïîâåðõíîñòÿìè

x2 + y2 + 2x = 0, z = 25
4 − y2, z = 0.

Ðåøåíèå: Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ x + 1 = ρ · cos ϕ, y = ρ ·
· sin ϕ, z = z èñêîìûé îáúåì íàõîäèòñÿ êàê

V =
∫∫∫

V

ρdρdϕdz.
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Òåëî îãðàíè÷åíî ñâåðõó ïàðàáîëè÷åñêèì öèëèíäðîì z = 25
4 − ρ2Sin2ϕ,

ñíèçó ïëîñêîñòüþ z = 0, à ñ áîêîâ ïðÿìûì öèëèíäðîì r = 1, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñ.17.12. Ðàññòàâèâ ãðàíèöû èíòåãðèðîâàíèÿ, èìååì

V =
2π∫
0

dϕ
1∫
0
ρdρ

25
4 −ρ2Sin2ϕ∫

0
dz =

2π∫
0

dϕ
1∫
0
ρ(254 − ρ2Sin2ϕ)dρ =

2π∫
0

(258 ρ2 − r4

4 Sin2ϕ)
∣∣1
0 dϕ =

2π∫
0

(258 − 1
4Sin2ϕ)dϕ =

25
8

2π∫
0

dϕ−
2π∫
0

1
8 (1− Cos2ϕ)dϕ = 1

8 (24ϕ + 1
2Sin2ϕ)

∣∣2π
0 =

24
8 · 2π = 6π êóá.åä.

Ðèñ. 17.12. Ðèñ. 17.13.

Ïðèìåð 17.12. Íàéòè îáúåì ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, êîòîðóþ âûðå-
çàåò öèëèíäð x2+y2 = 4x èç ïîëóñôåðû x2 + y2 + z2 = 16, z > 0. Íà
ðèñ. 17.13 ïðèâåäåí ñõåìàòè÷íûé ðèñóíîê. Îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ
D ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü x2+y2 = 4x. Çàäàíà ôóíêöèÿ

z =
√
16− x2 − y2

Îïðåäåëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

z
′
x = − x√

16− x2 − y2
, z

′
y = − y√

16− x2 − y2
.

Òîãäà ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ðàâíà

S =
∫∫

D

√
1+

(
x√

16− x2 − y2

)2
+

(
y√

16− x2 − y2

)2
dxdy =

=

4∫

0

dx

√
4x−x2∫

−
√

4x−x2

4√
16− x2 − y2

dy.
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Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë, îñóùåñòâèâ ïåðåõîä ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäè-
íàòàì x = ρcosϕ, y = ρsinϕ. Òîãäà ïîëó÷èì

S =

π/2∫

−π/2

dϕ

4cosϕ∫

0

4ρdρ√
16− ρ2

=

π/2∫

−π/2

dϕ
(
−4

√
16− ρ2

) ∣∣∣∣∣
4cosϕ

0
=

=

π/2∫

−π/2

(−16sinϕ + 16) dϕ = (16ϕ + 16cosϕ)
∣∣∣∣

π/2
−π/2 = 16π (êâ.åä).

17.8. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1.
1∫
0
dy

y∫
y2/9

f (x, y) dx +
3∫
1
dy

1∫
y2/9

f (x, y) dx.

2.
2∫
−2

dx

x+2
2∫
0

f (x, y) dy+
10/3∫
2

dx

x+2
2∫

√
x2−4

f (x, y) dy.

3.
a∫
0
dx

a+
√

a2−x2∫
√

2ax−x2

f (x, y) dy.

4.
√
2∫

−
√
2

dy
y2/2∫
y2−1

f (x, y) dx.

5.
7∫
3
dx

3∫
9/x

f (x, y) dy +
9∫
7
dx

10−x∫
9/x

f (x, y) dy.

Ïåðåéäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå èíòåãðà-
ëû:

6.
a∫
0
dx

√
a2−x2∫
0

ex2+y2
dy. 7.

a∫
0

√
a2−x2∫
0

√
a2 − x2 − y2 dydx.

8.
a∫
0
dy

√
a2−y2∫

√
ay −y2

√
a2 − x2 − y2 dx. 9.

a∫
0

√
a2−y2∫
0

(x2 + y2) dx dy.

10.
∫∫
G

√
x2 + y2 − 9 dx dy, ãäå îáëàñòü G − − êîëüöî ìåæäó äâóìÿ

îêðóæíîñòÿìè x2 + y2 = 9 è x2 + y2 = 25.
11.

∞∫
0

∞∫
0

e− (x2+y2) dy dx .

12.
∫∫
G

√
a2 − x2 − y2 dx dy, ãäå îáëàñòü G � ÷àñòü êðóãà ðàäèóñà a

ñ öåíòðîì â òî÷êå Î (0, 0), ëåæàùàÿ â ïåðâîé ÷åòâåðòè.
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13.
2a∫
0

√
2ax−x2∫
0

dy dx.

14.
∫∫
G

(x2 + y2) dx dy, ãäå îáëàñòü G îãðàíè÷åíà êðèâûìè x2 + y2 =

= ax, x2 + y2 = 2ax, y = 0 (y > 0).
15.

∫∫
G

dx dy, ãäå îáëàñòü Gîãðàíè÷åíà êðèâûìè x2 = ay, x2 + y2 =

= 2a2, y = 0 (x > 0, a > 0).
16.

∫∫
G

x
√

x2 + y2 dx dy, ãäå îáëàñòü G îãðàíè÷åíà ëåïåñòêîì ëåì-

íèñêàòû (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) (x > 0).
Íàéòè îáúåìû òåë, îãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿìè:
17. z = x2 + y2; x + y = 4, x = 0, y = 0, z = 0.
18. x2 + y2 = 8, x = 0, y = 0, z = 0.
19. x2

a2
+ z2

b2
= 1, x2

a2
+ y2

b2
= 1 (a > 0).

20. x

a
+ y

b
+ z

c
= 1, x = 0, y = 0, z = 0.

21. y = x2, z = y, z + y = 2.
22. z = 0, x2 + y2 = 1, x + y + z = 3.
23. x2 − y2 = 2az, x2 + y2 = a2, z = 0 (âíóòðè öèëèíäðà; a > 0).
24. (x− 1)2 + (y − 1)2 = 1, xy = z, z = 0.
25. x2 + y2 − 2z2 = −a2, 2(x2 + y2)− z2 = a2 (a > 0).
26. x2 + y2 − 2ax = 0, z = 0, x2 + y2 = z2.
27. Íàéòè ïîëíóþ ïîâåðõíîñòü òåëà, îãðàíè÷åííîãî öèëèíäðàìè

x2 =ay, z2 =ay, è ïëîñêîñòüþ y =2a (a>0).
28. Íàéòè ïëîùàäü ÷àñòè ïîâåðõíîñòè êîíóñà x2 + z2 = y2, âûðå-

çàåìîé ïëîñêîñòÿìè x =0, x�y =2a, y =0.
29. Íàéòè ïëîùàäü ÷àñòè ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà x2 + y2 =2ax,

âûðåçàåìîé öèëèíäðîì z2 =2a(2a�x).
30. Íàéòè ïëîùàäü ÷àñòè ñôåðû x2 + y2 + z2 =2a2, çàêëþ÷åííîé

âíóòðè êîíóñà x2 + y2 = z2.
31. Íàéòè ïëîùàäü ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ïàðàáîëîèäà z = x2�y2,

çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïàðàáîëîèäàìè z =3x2 + y2�2 è z =3x2 + y2�4.
32. Íàéòè ïëîùàäü ÷àñòè ñôåðû x2 + y2 + z2 = a2, âûðåçàåìîé

öèëèíäðîì ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè OZ, íàïðàâëÿþùèé
êîòîðîãî ñëóæèò òðåõëåïåñòêîâàÿ ðîçà r= asin3ϕ.

33. Íàéòè ïëîùàäü ÷àñòè âèíòîâîé ïîâåðõíîñòè z = aarctg(x/y),
âûðåçàåìîé öèëèíäðîì x2 + y2 = a2.

17.8.1. Îòâåòû. 1.
1∫
0
dx

3√x∫
x

f(x, y) dy. 2.
8/3∫
0

dy

√
4+y2∫

2y−2
f(x, y) dx.

3.
a∫
0
dy

a−
√

a2−y2∫
0

f(x, y) dx +
2a∫
a

dy

√
2ay−y2∫
0

f(x, y) dx.

8 Öûêóíîâ À. Ì.



226 Ëåêöèÿ 17. Äâîéíûå èíòåãðàëû

4.
0∫
−1

dx

√
x+1∫

−√x+1
f(x, y) dy +

1∫
0
dx

−
√
2x∫

−√x+1
f(x, y) dy+

+
1∫
0
dx

√
x+1∫
√
2x

f(x, y) dy. 5.
3∫
1
dy

10−y∫
9/y

f(x, y) dx.

6. π

4 (ea2 − 1). 7.
π/2∫
0

a∫
0

√
a2 − ρ2 ρ dρ dθ = π

6 a3. 8. (2/9)a3.

9.
π/2∫
0

a∫
0
ρ3dρ dθ = πa4

8 . 10. 1283 π. 11.
π/2∫
0

∞∫
0

e−ρ2ρ dρ dθ = π

4 .

12.πa3

6 . 13.
π/2∫
0

2a cos θ∫
0

ρ dρ dθ = πa2

2 . 14. 4564πa4. 15. a2

12 (3π − 2).

16. 2
√
2

15 a4. 17. 4223 . 18. 8π −
32
√
2

3 19. 163 ab2. 20. abc

6 . 21. 16/15.

22. 3π. 23. a3
/
2. 24. π. 25. 23πa3(3−

√
2 ). 26. 329 a3. 27. 763 a2.

28. 83
√
2 a2. 29. 16a2. 30. 4πa2(2−

√
2 ). 31. π

6 (27− 5
√
5 ).

32. 2a2(π − 2). 33. πa2(
√
2 + ln(1+

√
2 )).



Ëåêöè ÿ 18

ÒÐÎÉÍÛÅ È ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÛÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÛ

18.1. Òðîéíûå èíòåãðàëû

Ðèñ. 18.1.

Ïóñòü â òðåõìåðíîé îáëàñòè V
ðèñ.18.1 çàäàíà ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ
u = f(x, y, z). Ðàçîáüåì ýòó îáëàñòü ïðî-
èçâîëüíûì îáðàçîì Tn íà n íåïåðåñåêà-
þùèõ îáëàñòåé ñ îáúåìàìè ∆vi, i = 1, n.
Â êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ îáëàñòåé âîçü-
ìåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè
(xi, yi, zi), è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóì-
ìó

J(f) =
n∑

i=1
f (xi, yi, zi)∆vi.

Îïðåäåëåíèå 18.1. Ôóíêöèÿ f(x, y, z). íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé
ïî Ðèìàíó â îáëàñòè V , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî I, òàêîå ÷òî
äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ Tn è ëþáîãî âûáîðà òî÷åê (xi, yi, zi) ∈ ∆vi

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
n∑

i=1
f (xi, yi, zi)∆vi = I.

Ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ òðîéíûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè
f(x, y, z) ïî îáëàñòè V è îáîçíà÷àåòñÿ

n∑

i=1
f (xi, yi, zi) ∆vi =

∫∫∫

V

f(x, y, z)dv.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî òðîéíîé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì
äâîéíîãî èíòåãðàëà â òðåõìåðíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè òðåõ
ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó âñå ñâîéñòâà òðîéíîãî èíòåãðàëà, óñëîâèÿ åãî ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò óæå ðàññìîòðåííûìè ñâîéñòâà-
ìè äâîéíîãî èíòåãðàëà ñ çàìåíîé äâóìåðíûõ îáëàñòåé íà òðåõìåðíûå
îáëàñòè.

18.1.1. Âû÷èñëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà. Âû÷èñëåíèå òðîéíîãî
èíòåãðàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ åãî ê ïîâòîðíûì èí-
òåãðàëàì.
8*
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Ðàññìîòðèì íà ðèñ.18.1 îáëàñòü V , êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó è
ñíèçó ïîâåðõíîñòÿìè

z = f2(x, y), z = f1(x, y). Ñáîêó îáëàñòü îãðàíè÷åíà öèëèíäðè÷å-
ñêîé ïîâåðõíîñòüþ. Ïðîåêöèåé îáëàñòè V íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü
xOy ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü D, îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿìè y = g1(x), y =
= g2(x). Åñëè ëþáàÿ ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíàÿ îñè z ïåðåñåêàåò ãðàíèöó
îáëàñòè V òîëüêî â äâóõ òî÷êàõ, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∫∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz =
∫∫

D

dxdy

f2(x, y)∫

f1(x, y)

f(x, y, z)dz.

Äàëåå ïðåîáðàçóåì äâîéíîé èíòåãðàë ïî îáëàñòè D â ïîâòîðíûå èíòå-
ãðàëû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî , ïîëó÷àåì

∫∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz =

b∫

a

dx

g2(x)∫

g1(x)

dy

f2(x, y)∫

f1(x, y)

f(x, y, z)dz.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðîé-
íîãî èíòåãðàëà ïî àíàëîãèè ñ äâîéíûì èíòåãðàëîì áåç äîêàçàòåëüñòâà
åå ñïðàâåäëèâîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-
ìû 17.3. (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè f(x, y, z) = 1, òî òðîèíîé èíòåãðàë ïîçâîëÿåò
âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 18.1.

Ïðèìåð 18.1. Âû÷èñëèòü
∫∫∫

V

xdxdydz, V : z = 2− x− y, x = 0, y = 0, z = 0.

Ðèñ. 18.2.

Íà ðèñ.18.2 èçîáðàæåíà îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
∫∫∫

V

xdxdydz =

2∫

0

dx

2−x∫

0

dy

2−x−y∫

0

xdz =

=

2∫

0

dx

2−x∫

0

dy (x (2− x− y)) =

=

2∫

0

dx

((
2x− x2

)
y − x

y2

2

) ∣∣∣∣∣
2− x

0
=

=

2∫

0

(
1
2x

3
− 2x2 + 2x

)
dx =

(
x4

8 − 2x3

3 + x2
) ∣∣∣∣∣

2

0
= 2

3 (êóá.åä).
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18.1.2. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå. Çàìåíà
ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå îñóùåñòâëÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê
â äâîéíîì èíòåãðàëå. Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó î çàìåíå
ïåðåìåííûõ

Òåîðåìà 18.1. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå x = ϕ(u, v, t), y = ψ(u, v, t)
, z = γ(u, v, t) ïðåîáðàçóåò îáëàñòü V âG, ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíî-
çíà÷íûì è ôóíêöèè ϕ(u, v, t), ψ(u, v, t), γ(u, v, t â îáëàñòè D èìå-
þò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è îòëè÷íûé îò íóëÿ ÿêîáèàí

D(x, y, z)

D(u, v, t)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ

∂u

ðϕ
∂v

ðϕ
∂t

∂ψ

∂u

∂ψ

∂v

∂ψ

∂t
∂γ

∂u

∂γ

∂v

∂γ

∂t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

òî ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà
∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz, ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà ∫∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz =

=
∫∫∫

G

f(ϕ(u, v, t), ψ(u, v, t), γ(u, v, t))
∣∣∣∣
D(x, y, z)

D(u, v, t)

∣∣∣∣ dudvdt.

Äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò èìååì x = ρcosϕ, y = ρsinϕ, z = z Â
ýòîì ñëó÷àå

D(x, y, z)

D(ϕ, ρ, z)
=

∣∣∣∣∣
−ρsinϕ cosϕ 0
ρcosϕ sinϕ 0
0 0 1

∣∣∣∣∣ = −ρ.

Ðèñ. 18.3.

Òîãäà
∣∣∣∣
D(x, y, z)

D(ϕ, ρ, z)

∣∣∣∣ = ρ.

Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû Ñôåðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû òî÷êè M � ýòî òðè ÷èñëà (ϕ, rθ)
(ñì. ðèñ. 18.3). Ñâÿçü ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé
êîîðäèíàò îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

x = r cosϕ sin θ,
y = r sin ϕ sin θ, z = r cos θ,

D(x, y, z)

D(ϕ, r, θ)
=

∣∣∣∣∣
−rsinϕsinθ cosϕ sin θ r cosϕcosθ
rcosϕsinθ sinϕsinθ rsinϕcosθ

0 cosθ −rsinθ

∣∣∣∣∣ =

= −r2sinθ =⇒
∣∣∣∣
D(x, y, z)

D(ϕ, r, θ)

∣∣∣∣ = r2sinθ.
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Ïðèìåð 18.2. Âû÷èñëèòü∫∫∫

V

(
x2 + y2 + z2

)
dxdydz, V : x2 + y2 + z2 = R2.

Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ øàð ðàäèóñà ðàâíûì òðåì. Ïîýòîìó ïåðåéäåì
ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì x = r cos ϕ sin θ, y = r sin ϕ sin θ, z = r cos θ.
Òîãäà ïîëó÷èì

x2 + y2 + z2 = r2

∫∫∫

V

(
x2 + y2 + z2

)
dxdydz =

2π∫

0

dϕ

3∫

0

dr

π∫

0

r4sinθdθ =

=

2π∫

0

dϕ

3∫

0

r4dr(−cosπ + cos0) = 2
5R5

2π∫

0

dϕ = 4π
5 R5.

18.1.3. Ìåõàíè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà. Îáî-
çíà÷èì ñèìâîëîì µ(x, y, z) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû â ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êå òåëà V . Òîãäà ìàññà òåëà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

m =
∫∫∫

V

µ(x, y, z)dxdydz.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ
ïëîñêîñòåé èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû:

Myz =
∫∫∫

V

xµ(x, y, z)dxdydz, Mzx =
∫∫∫

V

yµ(x, y, z)dxdydz,

Mxy =
∫∫∫

V

zµ(x, y, z)dxdydz.

Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè èìåþò âèä

x∗ = Myz

m
, y∗ = Mzx

m
, z∗ = Mxy

m
.

Êèíåòè÷åñêèå ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò ìîæíî
âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

Jx =
∫∫∫

V

(
y2 + z2

)
µ(x, y, z)dxdydz, Jy =

∫∫∫

V

(
x2 + z2

)
µ(x, y, z)dxdydz,

Jz =
∫∫∫

V

(
y2 + x2

)
µ(x, y, z)dxdydz.

18.2. Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû
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Ðèñ. 18.4.

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà êðèâàÿ L, íå
èìåþùàÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ è ñàìîíàëåãàíèÿ,
ðèñ. 18.4, êðèâàÿ AB

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ îïðåäåëÿåòñÿ â
ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå ñ ïîìîùüþ óðàâíå-
íèé: x = ϕ(t), y = ψ(t),

t ∈ [a, b]. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âäîëü ýòîé
êðèâîé îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû ôóíê-
öèè: f(x, y), P (x, y), Q(x, y). Ðàçîáüåì êðè-
âóþ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà n ó÷àñòêîâ òî÷-
êàìè Mi, i = 0, n Ýòî ðàçáèåíèå îáîçíà÷èì
ñèìâîëîì Tn. Íà êàæäîì ó÷àñòêå âîçüìåì
ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (xi, yi), i = 0, n êàæäîé èç êîòî-
ðûõ ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòð ti. Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíûå ñóììû:

J1(f) =
n∑

i=1
f(xi, yi)∆li, J2(P ) =

n∑

i=1
P (xi, yi)∆xi, (18.1)

J2(Q) =
n∑

i=1
Q(xi, yi)∆y.

Îïðåäåëåíèå 18.2. Åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû
lim
4l→0

J1(f), lim
4l→0

J2(P ), lim
4l→0

J2(Q). (18.2)

ãäå ∆l = max{∆l1, · · · , ∆ln}, íåçàâèñÿùèå îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ Tn

è âûáîðà òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (xi, yi), òî ýòè ïðåäåëû íàçûâà-
þòñÿ êðèâîëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè è îáîçíà÷àþòñÿ

1. lim
4l→0

J1(f) =
∫

L

f(x, y)dl

2. lim
4l→0

J2(P ) =
∫

L

P (x, y)dx , 3. lim
4l→0

J2(Q) =
∫

L

Q(x, y)dy.

Ïåðâûé èíòåãðàë íàçûâàþò êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà.
Âòîðîé è òðåòèé íàçûâàþò êðèâîëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè âòîðîãî ðîäà.
Ñóììó

∫

L

P (x, y)dx +
∫

L

Q(x, y)dy =
∫

L

P (x, y)dx + Q(x, y)dy

íàçûâàþò îáùèì êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà.
Àíàëèçèðóÿ èíòåãðàëüíûå ñóììû, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì,

÷òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ. Èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ
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èíòåãðèðîâàíèÿ ìåíÿþò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì
÷òî ïåðåìåííûå ∆xi,∆yi èçìåíÿþò çíàê ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ.

Îñîáî ñëåäóåò îãîâîðèòü ñëó÷àé, êîãäà êðèâàÿ L ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òîé. Èç äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé îáõîäà áóäåì ñ÷èòàòü ïîëîæè-
òåëüíûì òî íàïðàâëåíèå, êîãäà ïðè îáõîäå êîíòóðà îáëàñòü îãðàíè-
÷åííàÿ ýòèì êîíòóðîì îñòàåòñÿ ñëåâà ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êå îáõîäà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, îáõîä ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè áóäåì ñ÷èòàòü îáõî-
äîì â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó,
÷àñòî îáîçíà÷àþò ñëåäóþùèì ñèìâîëîì

∮

L

P (x, y)dx + Q(x, y)dy.

18.2.1. Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ.
Ïóñòü óðàâíåíèå êðèâîé L, y = η(x) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì.
Òîãäà âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì
ïðåîáðàçîâàíèÿ èõ â îáû÷íûå îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû. Ïîäñòàâèì
çíà÷åíèå y = η(x) â êðèâîëèíåéíûq èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà, ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî dl =

√
1+ (η′(x))2 dx. Â ðåçóëüòàòå ïîäûíòå-

ãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò ïåðåìåííîé x. Åñëè ýòà
ïåðåìåííàÿ ïðè îáõîäå êðèâîé L èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ ñåãìåíòà [a, b],
òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∫

L

f(x, y)dl =

b∫

a

f(x, η(x))
√
1+ (η′(x))2 dx. (18.3)

Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó y = η(x) â êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî
ðîäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî dy = η

′
(x)dx

∫

L

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =

b∫

a

(P (x, η(x) ) + Q(xη(x))η
′
(x))dx. (18.4)

Åñëè óðàâíåíèå êðèâîé çàäàíî â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå x = ϕ(t), y =
= ψ(t), t ∈ [α, β], òî îñóùåñòâèâ çàìåíó ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì

∫

L

f(x, y)dl =

β∫

α

f(ϕ(t),ψ(t))
√

(ϕ′(t)))2 + (ψ′(t)))2 dt.

∫

L

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =

β∫

α

(
P (ϕ(t),ψ(t))ϕ

′
(t) + Q(ϕ(t),ψ(t))ψ

′
(t)

)
dt.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êðèâîëèíåéíûõ
èíòåãðàëîâ â îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû. Ïðè ýòîì èíòåãðèðîâàíèå âå-
äåòñÿ ïî ïåðåìåííîé x åñëè ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (18.3) è (18.4).
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî îñóùåñòâëÿòü è ïî ïåðå-
ìåííîé y. Âûáîð îñòàåòñÿ çà ïîëüçîâàòåëåì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû îáëàäàþò òåìè
æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è îáû÷íûå îïðåäåëåííûå. Èõ íå òðóäíî äîêàçàòü,
èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó äîêàçàòåëüñòâ ñâîéñòâ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
Ïîýòîìó ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå èç íèõ áåç îáîñíîâàíèÿ èõ ñïðàâåäëè-
âîñòè.

1. Åñëè ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû îò ôóíêöèé f(xy), g(x, y), òî
∫

L

(αf(x, y)± βg(x, y)) dl = α

∫

L

f(x, y)dl ± β

∫

L

g(x, y)dl.

ãäå α è β � ëþáûå ïîñòîÿííûå.
2. Åñëè ñóùåñòâóþò èíòåãðàë îò ôóíêöèè f(xy), à êðèâàÿ L ñîñòîèò

èç äâóõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ L1, L2 òî
∫

L

f(x, y)dl =
∫

L1

f(x, y)dl +
∫

L2

f(x, y)dl.

3. Åñëè ñóùåñòâóþò èíòåãðàë îò ôóíêöèè f(xy)ïî êðèâîé L, òî ñóùå-
ñòâóåò èíòåãðàë îò ôóíêöèè |f(x, y)|, è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣∣∣∣

∫

L

f(x, y)dl

∣∣∣∣∣∣
6

∫

L

|f(x, y)| dl.

4. Ôîðìóëà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Åñëè ôóíêöèÿ f(xy) íåïðåðûâíà âäîëü
êðèâîé L, òî íà ýòîé êðèâîé ñóùåñòâóåò òî÷êà M(x∗, y∗) òàêàÿ, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫

L

|f(x, y)| dl = lf(x∗, y∗),

ãäå l - äëèíà êðèâîé.
Â ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è êðèâàÿ

L ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòî-
ðîãî ðîäà èìåþò âèä

∫

L

P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz.
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18.2.2. Ñâÿçü ìåæäó êðèâîëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè ïåðâîãî
è âòîðîãî ðîäà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α è β óãëû, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò
êàñàòåëüíàÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò â òî÷êå A íà ðèñ. 18.5 Òîãäà ïîëó÷èì

dx = cosαdl, dy = cosβdl

Ðèñ. 18.5.

Ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ â êðèâîëèíåéíûé èí-
òåãðàë âòîðîãî ðîäà, ïðèíèìàÿ çà ïîëîæèòåëü-
íîå íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîé, òî, êîòîðîå ñî-
îòâåòñòâóåò íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ïî êðèâîé
L ∫

L

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =

=
∫

L

(P (x, y)cosα + Q(x, y)cosβ) dl.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè êðèâîëèíåéíûé èíòå-
ãðàë ïåðâîãî ðîäà.

18.2.3. Ôîðìóëà Ãðèíà. Äàííàÿ ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü
ìåæäó êðèâîëèíåéíûìè è äâîéíûìè èíòåãðàëàìè.

Òåîðåìà 18.2. Ïóñòü ôóíêöèè P (x, y), Q(x, y) íåïðåðûâíû â îá-
ëàñòè G è èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ýòîé îáëà-
ñòè. Åñëè ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû∫∫

D

∂Q(x, y)

∂x
dxdy,

∫∫

D

∂P (x, y)

∂y
dxdy,

òî ñïðàâåäëèâî ôîðìóëà∫∫

D

(
∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

)
dxdy =

∮

L

P (x, y)dx + Q(x, y)dy, (18.5)

ãäå L � ãðàíèöà îáëàñòè D ⊂ G.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü êîíòóð L ìîæåò áûòü çàäàí

óðàâíåíèÿìè

Ðèñ. 18.6.

y = ϕ(x), y = ψ(x) ó÷àñòêè ACB è AKB,
x = η(y), x = θ(y) ó÷àñòêè CBK è CAK ñîîò-
âåòñòâåííî (ðèñ.18.6)

Âîçüìåì ñîñòàâëÿþùóþ
∫∫

D

∂P (x, y)

∂y
dxdy =

b∫

a

dx

ϕ(x)∫

ψ(x)

∂P (x, y)

∂y
dy =

=

b∫

a

(P (x, ϕ(x))− P (x, ψ(x))) dx =
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=

b∫

a

P (x, ϕ(x))dx−
b∫

a

P (x, ψ(x))dx.

Êàæäûé èç ýòèõ èíòåãðàëîâ ÿâëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì
∫

ACB

P (x, ϕ(x))dx−
∫

AKB

P (x, ψ(x))dx =

= −
∫

BCA

P (x, ϕ(x))dx−
∫

AKB

P (x, ψ(x))dx = −
∮

L

P (x, y)dx

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì

∫∫

D

∂Q(x, y)

∂x
dxdy =

d∫

c

dy

η(y)∫

θ(y)

∂Q(x, y)

∂x
dx =

=
∫

KBC

Q(η(y), y)dy −
∫

KAC

Q(θ(y), y)dy =

∫

KBC

Q(η(y), y)dy +
∫

CAK

Q(θ(y), y)dy =
∮

L

Q(x, y)dy.¤
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Ïðèìåð 18.3. Âû÷èñëèòü
∫∫∫

V

x2zdxdydz ; V : y = 3x, y = 0,x = 2, z = xy, z = 0.

Ðèñ. 18.7.

Ðåøåíèå:
Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ îãðàíè÷åíà ñâåð-

õó ãèïåðáîëè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì z = xy ,
ñíèçó ïëîñêîñòüþ z = 0 . Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü
îãðàíè÷åíà ïëîñêîñòÿìè y = 3x, y = 0, x = 2
êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 18.7.

Ðàññòàâèì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â ïî-
âòîðíîì èíòåãðàëå è âû÷èñëèì åãî:

2∫

0

x2dx

3x∫

0

dy

xy∫

0

zdz =

2∫

0

x2dx

3x∫

0

(z2

2 |
xy
0 )dy =
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=

2∫

0

x2dx

3x∫

0

x2y2

2 dy =

2∫

0

x4

2 (y3

3
∣∣3x
0 )dx =

2∫

0

9
2x7dx = 9

16x8
∣∣20 = 144 .

Ïðèìåð 18.4. Íàéòè îáúåì òåëà, çàäàííîãî îãðàíè÷èâàþùèìè åãî
ïîâåðõíîñòÿìè.

Ðèñ. 18.8.

z = 10(x2 + y2) + 1, z = 1− 20y.

Ðåøåíèå:
Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

x = rCosϕ, y + 1 = rSinϕ, z = z, íà-
øå òåëî ñíèçó îãðàíè÷èâàåò ïàðàáîëî-
èä z = 10r2 − 20rSinϕ + 11, à ïëîñêîñòü
z = 21− 20rSinϕ ñâåðõó, êàê ýòî âèäíî èç ðèñ.18.8

Ïðîåêöèÿ ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïîâåðõíî-
ñòåé íà ïëîñêîñòü xOy áóäåò â öèëèíäðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ: 10r2 − 20rSinϕ + 11 = 21− 20rSinϕ
èëè r = 1.

Òîãäà èñêîìûé îáúåì íàõîäèì òðîéíûì èíòåãðàëîì

V =

2π∫

0

dϕ

1∫

0

rdr

21−20rSinϕ∫

10r2−20rSinϕ+11

dz =

2π∫

0

dϕ

1∫

0

r(z
∣∣∣21−20rSinϕ
10r2−20rSinϕ+11) dr =

=

2π∫

0

dϕ

1∫

0

r(21− 20rSinϕ− 10r2 + 20rSinϕ− 11)dr =

= 10
2π∫

0

dϕ

1∫

0

r(1− r2)dr = 10
2π∫

0

(12r2 − 1
4r4)

∣∣10 dϕ =

= 5
2

2π∫

0

dϕ = 5
2ϕ

∣∣2π0 = 5π (êóá.åä.)

Ïðèìåð 18.4. . Òåëî V çàäàíî îãðàíè÷èâàþùèìè åãî ïîâåðõíîñòÿìè, µ

- ïëîòíîñòü. Íàéòè ìàññó òåëà. 4(x2 + y2) = z2, x2 + y2 = 1, y = 0,
z = 0, (y > 0, z > 0), µ = 10(x2 + y2).

Ðåøåíèå. Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ x = ρ cos ϕ, y =
= ρ sin ϕ, z = z ìû ïîëó÷èì, êàê âèäíî íà ðèñ.18.9, ÷òî òåëî
îãðàíè÷åíî ñíèçó ïëîñêîñòüþ z = 0 ñâåðõó êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ
z = 2r, à ñ áîêîâ ïðÿìûì öèëèíäðîì r = 1.

µ = 10ρ2− â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
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Èñêîìóþ ìàññó íàõîäèì ïî ôîðìóëå

M =

π∫

0

dϕ

1∫

0

ρdρ

2ρ∫

0

µdz = 10
π∫

0

dϕ

1∫

0

ρ3dρ

2ρ∫

0

dz =

= 10
π∫

0

dϕ

1∫

0

ρ32ρdρ == 20
π∫

0

dϕ(ρ5

5
∣∣10) = 4π (åä. ìàññû).

Ðèñ. 18.9.

Ïðèìåð 18.5. Âû÷èñëèòü
∫
L

dl

x− y
, åñëè L �

îòðåçîê ïðÿìîé y = 1
2x�2, çàêëþ÷åííûé ìåæäó

òî÷êàìè A(0,�2) è B(4,0).
Ðåøåíèå. Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ y

′
= 1

2 .Ïîäñòàâèì âìåñòî ïåðåìåííîé y ôóíêöèþ
y = 1

2x�2.

∫

L

dl

x− y
=
√
5

4∫

0

dx

x + 4 =
√
5 ln |x + 4|

∣∣∣∣
4
0 =

√
5 ln2.

Ïðèìåð 18.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
L

x2dx + xydy, ãäå L äóãà ïàðàáîëû y = x2 îò
òî÷êè A(1,1) äî òî÷êè B(2,4).

∫

L

x2dx + xydy =

2∫

1

(
x2 + 2x4

)
dx =

(
x3

3 + 2x5

5

) ∣∣∣∣∣
2

1
=

=
(8
3 + 64

5

)
−

(1
3 + 2

5

)
= 141115 .

18.4. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Âû÷èñëèòü
∫∫∫ dxdydz

(x + y + z + 1)3
, åñëè îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ îãðà-

íè÷åíà êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè è ïëîñêîñòüþ x + y + z = 1.
2. Âû÷èñëèòü

a∫
0
dx

x∫
0
dy

y∫
0
xyzdz/

3. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ñôåðîé x2 + y2 + z2 =4 è
ïîâåðõíîñòüþ ïàðàáîëîèäà x2 + y2 =3z.

4. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè
z =

√
x2 + y2 , z = x2 + y2.
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5. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïëîñêîñòüþ z = 0, öèëèí-
äðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ x = x2 + y2

2 è ñôåðîé x2 + y2 + z2 = 4 (âíóòðè
öèëèíäðà).

6. Îïðåäåëèòü îáúåì òåë, îãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿìè: z = x2 +
+ y2; x2 + y2 + z2 = 2.

7. Îïðåäåëèòü îáúåì òåë, îãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿìè: x2 + y2 −
− z2 = 0, z = 6− x2 − y2.

8. Îïðåäåëèòü îáúåì òåë, îãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿìè: az = x2 +
+ y2; z2 = x2 + y2.

9. Îïðåäåëèòü îáúåì òåë, îãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿìè: 3z = x2 +
+ y2; z = 3.

10. Îïðåäåëèòü îáúåì òåë, îãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿìè: z = x2 +
+ y2; y = x2, y = 1, z = 0.

11. Âû÷èñëèòü
∮

xydl, åñëèL� êîíòóð ïðÿìîóãîëüíèêà ñ âåð-
øèíàìè â òî÷êàõ A(0,0), B(4,0), C(4,2), D(0,2).

12. Âû÷èñëèòü
∫
L

√
2y dl, åñëè L � ïåðâàÿ àðêà öèêëîèäû x = a(t�

sint), y = a(1�cost)(a>0).
13. Âû÷èñëèòü

∫
L

xyzdl, åñëè L−− îòðåçîê ïðÿìîé ìåæäó A(1,0,1)
è B(2,2,3).

14. Âû÷èñëèòü:∫
L

xdl, åñëè L � îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè A(0,0) è
B(1,2).

18.4.1. Îòâåòû. 1. 32
3 . 2.

125
6 . 3. 9

2 . 4.
1
2 −

1
e
. 5.. 6. 64

3 a2. 7.

2/3. 8. 12 (15− 16 ln 2). 9. 10a2
/
3. 10. a2(π − 1). 1124. 12. 4πa

√
a . 13.

12. 14.
√
5

/
2.
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ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÛÅ È ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÛÅ
ÈÍÒÅÃÐÀËÛ

19.1. Èíòåãðàëû íå çàâèñÿùèå îò ïóòè
èíòåãðèðîâàíèÿ

Âûÿñíèì óñëîâèÿ, êîãäà çíà÷åíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðî-
ãî ðîäà íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òåðåìà 19.1. Ïóñòü ôóíêöèèP (x, y), Q(x, y) íåïðåðûâíû â îä-
íîñâÿçíîé îáëàñòè G è èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.
Òîãäà ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé L, ëåæàùåé â
îáëàñòè G, âûïîëíåíî óñëîâèå

∮

L

P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0. (19.1)

2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê AèB èç îáëàñòè G çíà÷åíèå èíòåãðàëà
∮

AB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy (19.2)

íå çàâèñèò îò êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé AB, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè A
textitè B

3. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u(x, y) òàêàÿ, ÷òî
du(x, y) = P (x, y)dx + Q(x, y)dy (19.3)

è äëÿ ëþáûõ òî÷åê A textitè B èç îáëàñòè G , è ëþáîé êðèâîé,
ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷êè â îáëàñòè G âûïîëíåíî óñëîâèå

∮

AB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy = u(B)− u(A). (19.4)

4. Âûïîëíåíî óñëîâèå
∂P (x, y)

∂y
= ∂Q(x, y)

∂x
. (19.5)

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå îäíîãî èç óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âûïîëíåíèÿ îñòàëüíûõ óñëîâèé. Ïîýòîìó äî-
êàçàòåëüñòâî áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïî êðóãó.
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Ðèñ. 19.1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (1 → 2) Ïóñòü
âûïîëíåíî óñëîâèå (19.1). Ñîåäèíèì òî÷êè A è
B äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè êðèâûìè ACB è AKB
ðèñ.19.1. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ (19.1), èìååì

∮

ACBKA

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =

=
∫

ACB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy+

+
∫

BKA

P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0.

Èçìåíèâ íàïðàâëåíèå èíòåãðèðîâàíèå âî âòîðîì èíòåãðàëå ïîëó÷èì
∫

ACB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =
∫

AKB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy.

(2 → 3) Òàê êàê âûïîëíåíî óñëîâèå 2, òî èìååì, ÷òî çíà÷åíèå èíòåãðà-
ëà ∮

AB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy = u(A, B) íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðî-
âàíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè çíà÷åíèå u(A, B) çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàò
òî÷åê Aè B.Ïóñòü òî÷êà A ôèêñèðîâàííàÿ, à òî÷êà B ïðîèçâîëüíàÿ.
Äàäèì ïðèðàùåíèå â òî÷êå B, òàê ÷òîáû íîâàÿ òî÷êà D(x + ∆x, y) íå
âûõîäèëà çà ïðåäåëû îáëàñòè G. Òîãäà ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆u áóäåò
ðàâíî

∆u =
∫

AD

P (x, y)dx + Q(x, y)dy −
∫

ACB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =

=
∫

BD

P (x, y)dx + Q(x, y)dy.

Òàê êàê îòðåçîê BD ïàðàëëåëåí îñè Ox, òî dy = 0. Ïîýòîìó, ïîëó÷àåì

∆u =
∫

BD

P (x, y)dx =
x+∆x∫

x

P (s, y)ds. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î
ñðåäíåì

∆u =

x+∆x∫

x

P (s, y)ds = P (x + θxy)∆xθ ∈ (0, 1).

Ðàçäåëèì íà ∆x, è íàéäåì ïðåäåë

lim
4x→0

∆u

∆x
= lim
4x→0

P (x + θx.y) = P (x, y) =⇒ ∂u(x, y)

∂x
= P (x, y).
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Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî ∂u(x, y)

∂y
= Q(xy). Ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ(19.3). Äîêà-
æåì ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (19.4). Ïóñòü êðèâàÿ L çàäàíà â ïàðàìåò-
ðè÷åñêîé ôîðìå x = ϕ(t), y = ψ(t). Â òî÷êàõ Aè B, t = ta, t = tbÒîãäà,
ïîëó÷èì ∮

AB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =

=

tb∫

ta

(P (ϕ(t),ψ(t))ϕ
′
(t) + Q(ϕ(t),ψ(t))ψ

′
(t))dt =

=

tb∫

ta

du(ϕ(t),ψ(t)) = u(ϕ(tb),ψ(tb))− u(ϕ(ta),ψ(ta)) = u(B)− u(A).

(3 → 4) Èç ôîðìóëû (19.3) è ñâîéñòâ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî
ïîðÿäêà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (19.5).

(4 → 1) Òàê êàê âûïîëíåíî óñëîâèå (19.5), òî âîñïîëüçîâàâøèñü
ôîðìóëîé Ãðèíà, ïîëó÷èì

∮

L

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =
∫∫

D

(
∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

)
dxdy = 0.¤

Ôîðìóëà (19.4) ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ÷åðåç
ïåðâîîáðàçíóþ.

19.2. Ïðèëîæåíèå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ
19.2.1. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ôèãóðû.. Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñ-

ëèò ïëîùàäü ôèãóðû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 18.6. y = ϕ(x),
y = ψ(x) ó÷àñòêè ACB è AKB, x = η(y), x = θ(y) ó÷àñòêè CBK

è CAK ñîîòâåòñòâåííî

S =

b∫

a

(ϕ(x)− ψ(x)) dx =
∫

ACB

ydx−
∫

AKB

ydx.

Ïîëó÷èëè äâà êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëà. Èçìåíèâ íàïðàâëåíèå èíòå-
ãðèðîâàíèÿ â ïåðâîì èíòåãðàëå, ïîëó÷èì

S = −
∫

BCA

ydx−
∫

BKA

ydx = −
∮

L

ydx. (19.6)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû

S =

d∫

c

(η(x)− θ(x)) dy =
∫

KBC

xdy −
∫

KAC

xdy =
∮

L

xdy. (19.7)

Ìîæíî îáúåäèíèòü ýòè äâå ôîðìóëû

S = 1
2

∮

L

xdy − ydx. (19.8)

19.2.2. Âû÷èñëåíèå ìàññû êðèâîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âäîëü
êðèâîé L ðàñïðåäåëåíà ìàññà ñ ïëîòíîñòüþ µ(x, y). Äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ìàññû âñåé êðèâîé ðàçîáüåì êðèâóþ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà
n ó÷àñòêîâ òî÷êàìè Mi, i = 0, n. Ýòî ðàçáèåíèå îáîçíà÷èì ñèìâîëîì
Tn. Íà êàæäîì ó÷àñòêå âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè
(xi, yi), i = 0, n .Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

J1(µ) =
n∑

i=1
µ(xi, yi)∆li.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷èì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë
ïåðâîãî ðîäà

m =
∫

L

µ(x, y)dl (19.9)

19.2.3. Âû÷èñëåíèå ðàáîòû ñèëû. Åñëè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà
äâèæåòñÿ âäîëü êðèâîé L ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (x, y), ïðîåêöèè êî-
òîðîé íà îñè êîîðäèíàò ðàâíû P (x, y), Q(xy), òî ðàçîáüåì êðèâóþ
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà n ó÷àñòêîâ òî÷êàìè Mi, i = 0, n. Íà êàæäîì
ó÷àñòêå âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (xi, yi), i = 0, n
.Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

J1(F ) =
n∑

i=1
P (xi, yi)∆xi + Q(xi, yi)∆yi.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íà êàæäîì ó÷àñòêå ñèëà ìåíÿåòñÿ ìàëî, ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî ðàáîòå, ñîâåðøàåìîé
ñèëîé íà ýòîì ó÷àñòêå. Òîãäà ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n →∞ ïîëó÷èì

A =
∮

L

P (x, y)dx + Q(x, y)dy. (19.10)
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Åñëè ðàññìîòðåòü ýòó çàäà÷ó â ïðîñòðàíñòâå, êîãäà ñîñòàâëÿþùèìè
ñèëû ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z), òî ðàáîòà
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

A =
∮

L

P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz. (19.11)

19.3. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû

Ïðåäâàðèòåëüíî èññëåäóåì âîïðîñ î ïîíÿòèè ïîâåðõíîñòè è ïëîùà-
äè ïîâåðõíîñòè.

19.3.1. Ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòè.. Ïóñòü â îáëàñòè G íà ïëîñêîñòè
çàäàíà âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ z = f(x, y), êîòîðàÿ îòîáðàæàåò îáëàñòü
G ⊂ R2 â îáëàñòü D ⊂ R3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ z = f(x, y)
ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîé, ò. å. ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ f−1(z), êîòîðàÿ îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò îáëàñòü D â G

Îïðåäåëåíèå 19.1. Ìíîæåñòâî ìî÷åê D òðåõìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà R3 íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè ýòî ìíîæå-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèé íåêîòîðîé âçàèìíî-îäíîçíà÷íîé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò îòêðûòûé êðóã G â
ýòó îáëàñòü D

Îïðåäåëåíèå 19.2. Ìíîæåñòâî D ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ïî-
âåðõíîñòüþ, åñëè ýòî ìíîæåñòâî ñâÿçíî è ëþáàÿ òî÷êà ýòîãî
ìíîæåñòâà èìååò îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé
ïîâåðõíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 19.3. Ïîâåðõíîñòü D, òî÷êè êîòîðîé èìåþò êîîð-
äèíàòû x, y, z íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé (k ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé),
åñëè ïðè íåêîòîðîì k > 1 ó êàæäîé òî÷êè M(x, y, z) ∈ D åñòü
îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé âîçìîæíà k ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïàðà-
ìåòðèçàöèÿ

x = ϕ(u, v), y = ψ(uv), z = θ(u, v), (19.12)
ãäå ôóíêöèè k ðàç äèôôåðåíöèðóåìû. Åñëè k = 1, òî ïîâåðõíîñòü
íàçûâàþò ãëàäêîé.

Ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàòü â äåêàð-
òîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ÿâíîì z = f(x, y), èëè â íåÿâíîì âèäå
F (x, y, z) = 0 à òàêæå â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå (19.12) èëè ñ ïîìî-
ùüþ âåêòîðíûõ ôóíêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå áåðåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
M(x, y, z) ∈ D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r(M) âåêòîð, èäóùèé èç íà÷àëà
êîîðäèíàò â òî÷êó M , êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü ðàäèóñîì âåêòîðîì
ïîâåðõíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè â (19.12) ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíà-
òàìè ðàäèóñà âåêòîðà r(M). Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îäíîé èç
êîîðäèíàò u èëè v è èçìåíåíèè äðóãîé, ðàäèóñ âåêòîð áóäåò îïè-
ñûâàòü íà ïîâåðõíîñòè ëèíèè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè.
Ýòó ñèñòåìó êîîðäèíàòíûõ ëèíèé ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèñòåìîé êðè-



244 Ëåêöèÿ 19. Êðèâîëèíåéíûå è ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû

âîëèíåéíûõ êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíûå r
′
u(uv), r

′
v(u, v)

ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè, êàñàòåëüíûìè ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì. Ñëåäîâà-
òåëüíî îíè ðàñïîëàãàþòñÿ â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â ñîîòâåòñòâóþùåé
òî÷êå. Òîãäà âåêòîð, ÿâëÿþùèéñÿ ðåçóëüòàòîì âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
N =

(
r
′
u(u, v)× r

′
v(u, v)

)
, áóäåò âåêòîðîì íîðìàëè â ñîîòâåòñòâóþùåé

òî÷êå, à âåêòîð
n = r

′
u(u, v)× r

′
v(u, v)∣∣∣r′u(u, v)× r
′
v(u, v)

∣∣∣

ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Åñëè ïîâåðõ-
íîñòü ãëàäêàÿ, òî âåêòîðíûå ôóíêöèè N(u, v) è n(u, v) áóäóò íåïðå-
ðûâíûìè. Ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè áóäåò
ñóùåñòâîâàòü âåêòîðíîå ïîëå íîðìàëåé.

Îïðåäåëåíèå 19.4. Ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûõ â öåëîì ñóùåñòâó-
åò íåïðåðûâíîå ïîëå íîðìàëåé, íàçûâàþòñÿ äâóñòîðîííèìè. Åñëè
òàêîãî ïîëÿ íå ñóùåñòâóåò, òî ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ îäíîñòî-
ðîííèìè.

Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì z = f(x, y), òî âåêòîð íîðìàëè
â òî÷êå M(x, y, z) èìååò âèä N = (f

′
x(x, y), f

′
y(x, y), −1).

19.3.2. Ïîíÿòèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ è ñïîñîáû èõ âû-
÷èñëåíèÿ. Ïóñòü D ãëàäêàÿ îãðàíè÷åííàÿ äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü,
íà êîòîðîé çàäàíà ôóíêöèÿ f(M) Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì n(M) íåïðå-
ðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé. Ðàçîáüåì ïîâåðõíîñòü
êóñî÷íî-ãëàäêèìè êðèâûìè íà n íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé, ïëîùàäè
êîòîðûõ ðàâíû ∆σi. Âûáåðåì íà ýòèõ ÷àñòÿõ ïðîèçâîëüíî òî÷êè Mi.
Cîñòàâèì ÷åòûðå ñóììû

J0(f) =
n∑

i=1
f(Mi)∆σi, J1(f) =

n∑

i=1
f(Mi)∆σicosZi,

J2(f) =
n∑

i=1
f(Mi)∆σicosYi, J3(f) =

n∑

i=1
f(Mi)∆σicosXi, (19.13)

ãäå Xi, Yi, Zi óãëû ìåæäó âåêòîðîì íîðìàëè n(M) è ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè îñÿìè êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå 19.5. Åñëè äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè D
è ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà òî÷åê Mi ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû
Jj(f), òî ýòè ïðåäåëà íàçûâàþòñÿ ïîâåðõíîñòíûìè èíòåãðàëàìè è
îáîçíà÷àþòñÿ. Ïðè ýòîì ïðåäåë

J0(f) =
∫∫

D

f(M)dσ
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íàçûâàþò ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà, à ñëåäóþùèå
ïðåäåëû

J1(f) =
∫∫

D

f(M)cosZdσ, J2(f) =
∫∫

D

f(M)cosY dσ,

J3(f) =
∫∫

D

f(M)cosXdσ,

ïîâåðõíîñòíûìè èíòåãðàëàìè âòîðîãî ðîäà. Ñóììó ýòèõ èíòåãðà-
ëîâ ∫∫

D

f(M)cosZdσ +
∫∫

D

f(M)cosY dσ +
∫∫

D

f(M)cosXdσ,

íàçûâàþò ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà îáùåãî âèäà.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà íå çàâèñÿ îò îðè-

åíòàöèè âåêòîðà íîðìàëåé n(M), à èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà çàâèñÿò
, òàê êàê ñ èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè èçìåíÿþòñÿ çíàêè êîñèíóñîâ íà
ïðîòèâîïîëîæíûå.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà cosZdσ = ±dxdy, cosY dσ = ±
±dxdz,

±cosXdσ = dydz (ïëþñ, åñëè óãëû îñòðûå, ìèíóñ, åñëè óãëû òóïûå)
√
1+ (f ′x(x, y))2 +

(
f ′y(x, y)

)2
dxdy = dσ,

ïîëó÷èì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ (ðèñ.19.2)
∫∫

D

f(M)dσ =
∫∫

D

f(M)
√
1+ (f ′x(x, y))2 +

(
f ′y(x, y)

)2
dxdy,

∫∫

D

f(M)cosZdσ +
∫∫

D

f(M)cosY dσ +
∫∫

D

f(M)cosXdσ =

Ðèñ. 19.2.

=
∫∫
Dxy

f(M)dxdy +
∫∫
Dxz

f(M)dxdz +
∫∫
Dyz

f(M)dydz .

Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñò-
íûõ èíòåãðàëîâ è ñïîñîá èõ âû÷èñëåíèÿ
àíàëîãè÷íû îïðåäåëåíèþ äâîéíûõ èíòåãðà-
ëîâ. Ïîýòîìó ñâîéñòâà äâîéíûõ èíòåãðàëîâ
è óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ ëåãêî ïåðåíî-
ñÿòñÿ íà ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ôîðìóëà äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà ñïðàâåä-
ëèâà, åñëè óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè çàäàíî â
âèäå y = f(x, y).

19.3.3. Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî.
Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî ñâÿçûâàåò ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïî çà-
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ìêíóòîé âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ñ òðîéíûì èíòåãðàëîì ïî îáúåìó, îãðà-
íè÷åííîé ýòîé ïîâåðõíîñòüþ.

Ðèñ. 19.3.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ ïà-
ðàëëåëüíàÿ îñè Oz ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü
â äâóõ òî÷êàõ. Ïóñòü çàäàíà çàìêíóòàÿ ïî-
âåðõíîñòü S, ñîñòîÿùàÿ èç âíåøíèõ ÷àñòåé
D1, D2 , êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿ-
ìè y = f1(x, y), y = f2(xy) (ðèñ.194).Ýòà
ïîâåðõíîñòü îãðàíè÷èâàåò íåêîòîðîå òåëî
îáúåìîì V.

Òåðåìà 19.2. Åñëè ôóíêöèè
P (x, y, z), Q(x, y, z),R(x, y, z) íåïðåðûâ-
íû â çàìêíóòîé îáëàñòè V , äèôôåðåí-
öèðóåìû â V è ñóùåñòâóþò òðîéíûå

èíòåãðàëû îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ýòèõ ôóíêöèÿ â îáëàñòè V ,
òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫∫∫

V

(
∂P

dx
+ ∂Q

∂y
+ ∂R

∂z

)
dxdydz =

∫∫

S

Pdydz + Qdxdz + Rdxdy.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà äëÿ
îäíîé ñîñòàâëÿþùåé.

∫∫∫

V

∂R

∂z
dxdydz =

∫∫

G

dxdy

f2(x,y)∫

f1(x,y)

dR =

=
∫∫

G

(R(x, y, f2(x, y))− R(x, y, f1(x, y))) dxdy =

∫∫

D2

R(x, y, z)dxdy+
∫∫

D1

R(x, y, z)dxdy =
∫∫

S

R(x, y, z)dxdy

Âî âòîðîì èíòåãðàëå çíàê ìèíóñ èçìåíåí íà ïëþñ, òàê êàê âåêòîð íîð-
ìàëè íà ïîâåðõíîñòè D1 ñîñòàâëÿåò òóïîé óãîë ñ îñüþ Oz. Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû äëÿ äðóãèõ ñîñòàâëÿþùèõ?

19.3.4. Ôîðìóëà Ñòîêñà. Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü êðèâî-
ëèíåéíûé èíòåãðàë ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé L, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ãðàíèöåé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S ñ ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì ïî ýòîé
ïîâåðõíîñòè. Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó Ñòîêñà.

Òåðåìà 19.3. Åñëè ôóíêöèè P (x, y, z), Q(x, y, z),R(x, y, z) íåïðå-
ðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íà ïîâåðõíîñòè
S òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∮

L

Pdx + Qdy + Rdz =
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=
∫∫

S

(
∂R

∂y
− ∂Q

dz

)
dydz +

(
∂P

dz
− ∂R

dx

)
dxdz +

(
∂Q

dx
− ∂P

dy

)
dxdy.

Ýòó ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîì âèäå , åñëè èñïîëüçîâàòü ðà-
âåíñòâà:

cosZdσ = dxdy, cosY dσ = dxdz, cosXdσ = dydz,∮

L

Pdx + Qdy + Rdz =

=
∫∫

S

((
∂R

∂y
− ∂Q

dz

)
cosX +

(
∂P

dz
− ∂R

dx

)
cosY +

(
∂Q

dx
− ∂P

dy

)
cosZ

)
dσ.

19.4. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Äîêàæèòå òåîðåìó î íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà
îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

2. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ïëîùàäü ôèãóðû ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåéíîãî
èíòåãðàëà?

3. Ïðèâåäèòå ôîðìóëû, èñïîëüçóåìûå â ïðèëîæåíèÿõ êðèâîëèíåé-
íûõ èíòåãðàëîâ.

4.Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ.
5. Êàê âû÷èñëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû?
6 Äîêàæèòå ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ ëþáîé ñîñòàâëÿþùåé.
7. Ïðèâåäèòå ôîðìóëó Ñòîêñà.

19.5. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ ïðèìåðîâ
Ïðèìåð 19.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
L

2xydx + x2dy îò òî÷êè ñ êî-
îðäèíàòàìè (1, -1) äî òî÷êè (4,2).

Ðåøåíèå.
Â äàííîì ñëó÷àå âèä êðèâîé íå èìååò çíà÷åíèÿ, òàê êàê âûïîëíåíî

óñëîâèå (19.5) 2x = 2x Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u(x, y),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: ∂u(x, y)

∂x
= 2xy, ∂u(x, y)

∂y
= x2 Èç ïåðâîãî

óñëîâèÿ èìååì
u(x, y) =

∫
2xydx = x2y + C(y).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âòîðîå ðàâåíñòâî, äèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå
ðàâåíñòâî ïî y.

x2 + C
′
y(y) = x2 =⇒ C

′
y(y) = 0 =⇒ C(y) = A, A = const
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Ïîëó÷èëè u(x, y) = x2y + A Ïîäñòàâëÿåì ýòî çíà÷åíèå â ôîðìóëó
(19.4)

∫

L

2xydx + x2dy = 2 · 16 · 2+ A− 2 · 1 · (−1)−A = 66.

Ïðèìåð 19.2. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü àñòðîèäû x = acos3t, y =
= asin3t, a > 0.

Ðåøåíèå.
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (19.8)

S = 3a2
2

2π∮

0

(
sin4tcos2t + sin2tcos4t

)
dt =

= 3a2
8

2π∫

0

sin22tdt = 3a2
16

2π∫

0

(1− cos4t) dt =

= 3a2
16

(
t− 1

4sin4t
) ∣∣∣∣∣

2π

0
= 3πa2

8 (êâ.åä).

Ïðèìåð 19.3. Íàéòè ðàáîòó ñèëû F = (x − y)i + j ïðè ïåðåìåùåíèè
âäîëü ëèíèè L : x2 + y2 = 4, y > 0 îò òî÷êè M(2; 0) ê òî÷êå N(−2; 0).

Ðåøåíèå.
Ïåðåìåííàÿ ñèëà F = ( P (x; y); Q(x; y)) íà êðèâîëèíåéíîì ó÷àñòêå

MN ïðîèçâîäèò ðàáîòó, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

A =
∫

MN

P (x; y)dx + Q(x; y)dy.

Êðèâîëèíåéíûé ó÷àñòîê ó íàñ ÿâëÿåòñÿ ïîëóîêðóæíîñòüþ, êîòîðàÿ â
ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå x = 2 cos t, y = 2 sin t ïðè îáõîäå åå â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè ïàðàìåòð t èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî π.

A =
∫

MN

(x− y)dx + dy =

π∫

0

((2 cos t− 2 sin t)(−2 sin t) + 2 cos t)dt =

=

π∫

0

(−4Sint · cos t + 4 sin2 t + 2 cos t)dt =

=

π∫

0

(−2 sin 2t + 2− 2 cos 2t + 2 cos t)dt =
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= (cos 2t + 2t− sin 2t + 2 sin t)
∣∣∣∣

π
0 = 2π .

Ïðèìåð 19.4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫∫

D

xdydz + ydzdx + zdxdy,

D � âåðõíÿÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè x + z − 1 = 0, îòñå÷åííàÿ ïëîñêîñòÿìè
y = 0, y = 2 â ïåðâîì îêòàíòå. Ðèñ.19.3.

∫∫

D

xdydz + ydzdx + zdxdy =
∫ ∫

Dyz

xdydz +
∫∫

D

ydzdx +
∫ ∫

Dxy

zdxdy.

Èíòåãðàë
∫∫
D

ydzdx = 0, òàê êàê ïîâåðõíîñòü ïàðàëëåëüíà îñè Oy. Èç
óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè èìååì z = 1− x , x = 1− z. Òîãäà ïîëó÷èì

Ðèñ. 19.4.

∫ ∫

Dyz

xdydz +
∫ ∫

Dxy

zdxdy =
∫ ∫

Dxy

(1− x) dxdy+

+
∫ ∫

Dyz

(1− z) dydz =

=

1∫

0

dx

2∫

0

(1− x) dy +

1∫

0

dz

2∫

0

(1− z) dy =

= 2
1∫

0

(1− x) dx + 2
1∫

0

(1− z) dz = = 2
(

x− x2

2

) ∣∣∣∣∣
1

0
+ 2

(
z − z2

2

) ∣∣∣∣∣
1

0
= 2.

19.6. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. Ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà âû÷èñëèòü

ïëîùàäü îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = x2 è y =
√

x ;
2. Íàéòè ôóíêöèþ u(x,y), åñëè
du(x,y) =(2xy+x2�5)dx+(x2�y3+5)dy.
3. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé îñÿìè êîîðäèíàò è

äóãîé ýëëèïñà x2/a2 + y2/b2 =1, ðàñïîëîæåííîé â ïåðâîì êâàäðàíòå.
4. Âû÷èñëèòü ðàáîòó ñèëû F (x,y) =2xyi+x2j, ñîâåðøàåìóþ íà ïó-

òè, ñîåäèíÿþùåì òî÷êè A(0,0) è B(2,1).
5. Íàéòè ôóíêöèþ u(x,y), åñëè

du = 2x(1− ey)

(1+ x2)2
dx +

(
ey

1+ x2 + 1
)

dy.
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6. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà
∫∫
S

√
x2 + y2 dS,

åñëè S � ÷àñòü ïîâåðõíîñòè êîíóñà x2

16 + y2

16 = z2

9 , ðàñïîëîæåííàÿ
ìåæäó ïëîñêîñòÿìè z=0 è z=3.

7. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà
∫∫
S

xyzds, ãäå S
� ÷àñòü ïëîñêîñòè x+y+z=1, ëåæàùàÿ â ïåðâîì îêòàíòå

8. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà∫∫
S

xdydz + ydxdz + zdxdy, åñëè S � âåðõíÿÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè
x+2y + z�6=0, ðàñïîëîæåííàÿ â ïåðâîì îêòàíòå.
9. Âû÷èñëèòü

∫∫
S

(x + y)dydz + (y − x)dxdz + (z − 2)dxdy, åñëè S �

÷àñòü ïîâåðõíîñòè êîíóñà x2 + y2�z2 =0, îòñåêàåìàÿ ïëîñêîñòÿìè z =0
è z =1, íîðìàëü ê êîòîðîé îáðàçóåò òóïîé óãîë ñ îñüþ Oz.

10. Âû÷èñëèòü
∫∫
S

xdydz + z3dxdy, åñëè S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ñôåðû

x2 + y2 + z2 =1.
11. Âû÷èñëèòü

∫∫
S

xdydz + ydxdz + zdxdy, åñëè S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà

öèëèíäðà x2 + y2 = R2 ñ îñíîâàíèÿìè z =0 è z = H.
12. Âû÷èñëèòü

∫∫
S

yzdxdy + xzdydz + xydxdz, åñëè S � âíåøíÿÿ
ñòîðîíà ïèðàìèäû, ãðàíÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòè x =0, y =0,
z =0, x + y + z =1.

19.6.1. Îòâåòû. 1. 1/3; 2. u = x2 · y + x3

3 − 5x + 5y − y4

4 + c. 3.

πab/4. 4. 4; 5. u = ey − 1
1+ x2 + y + c.6. 160π/3. 7.

√
3

/
120.

8. 54. 9. 8π/3. 10. 32π/15. 11. 3πR2H. 12. 1/8..



Ëåêöè ÿ 20
ÝËÅÌÅÍÒÛ ÂÅÊÒÎÐÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ

20.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü G íåêîòîðàÿ îáëàñòü.
Îïðåäåëåíèå 20.1 Ãîâîðÿò, ÷òî â îáëàñòè G çàäàíî ñêàëÿðíîå

ïîëå u(M), åñëè êàæäîé òî÷êå M ∈ G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïî
èçâåñòíîìó çàêîíó íåêîòîðîå ÷èñëîu(M).

Îïðåäåëåíèå 20.2. Åñëè â êàæäîé òî÷êå M ∈ G ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå ïî èçâåñòíîìó çàêîíó íåêîòîðûé âåêòîð p(M), òî
ãîâîðÿò, ÷òî â îáëàñòè G çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå p(M).

Èç ýòèõ îïðåäåëåíèé âèäíî, ÷òî ñêàëÿðíîå è âåêòîðíûå ïîëÿ çà-
äàþòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäàíèÿ ñêàëÿðíîé èëè âåêòîðíîé ôóíêöèè ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó ðàíåå ââåäåííûå ïîíÿòèÿ äëÿ ôóíêöèé ìíî-
ãèõ ïåðåìåííûõ ïåðåíîñÿòñÿ â òåîðèþ ïîëåé, òàêèå êàê, ïðèðàùåíèå
∆u(M) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïîëÿ ρ(M , M1) äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòü, ãëàäêîñòü è ò. ä. Áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ∆r =

−−−−→
M , M1

âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè.
Ïðè èçó÷åíèè ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ìû óæå ââåëè ïîíÿòèÿ

ãðàäèåíòà. Â äàííîì ñëó÷àå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ u(M). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. grad u = ∂u

∂x
· i + ∂u

∂y
· j + ∂u

∂z
· k. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ãðàäèåíò ïîðîæäàåò âåêòîðíîå ïîëå.
Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ � ýòî

ìíîæåñòâà òî÷åê, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ïîëÿ u(M) îäèíàêîâû. Ãðàäèåíò
ïîëÿ â òî÷êå M îðòîãîíàëåí ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ â ýòîé òî÷êå. Åùå
îäíî èçâåñòíîå ïîíÿòèå �ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ íåêîòîðîãî
âåêòîðà l.

du

dl
= gradu · l = ∂u

dx
cosα + ∂u

∂y
cosβ + ∂u

∂z
cosγ, (20.1)

ãäå cosα, cosβ, cosγ � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû åäèíè÷íîãî âåêòîðà, êî-
òîðûé èìååò òàêîå æå íàïðàâëåíèå, êàê âåêòîð l. Ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ óêàçûâàåò â êàæäîé òî÷êå ïîëÿ íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíó íàèáîëåå
áûñòðîãî ðîñòà çíà÷åíèÿ ïîëÿ.

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíèå âåêòîðíîé âåëè÷èíû F ìîæåò
áûòü îñóùåñòâëåíî ïóòåì îïðåäåëåíèÿ åå ïðîåêöèé íà îñè êîîðäèíàò
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Px(x, y, z), Qy(x, y, z), Rz(x, y, z), êàê ôóíêöèé îò êîîðäèíàò òî÷êè
M , ñ êîòîðîé ñâÿçàíà âåëè÷èíà

F = Px(x, y, z)i + Qy(x, y, z)j + Rz(x, y, z)k (20.2)
Ïðè èçó÷åíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ âàæíóþ ðîëü èãðàþò âåêòîðíûå ëèíèè.

Îïðåäåëåíèå 20.3. Âåêòîðíîé ëèíèåé íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, íà-
ïðàâëåíèå êîòîðîé â êàæäîé åå òî÷êå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì
âåêòîðà F, â ýòîé òî÷êå.

Âåêòîðíûå ëèíèè äëÿ âåêòîðà F, õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàâåíñòâàìè:
dx

Px(x, y, z)
= dy

Qy(x, y, z)
= dz

Rz(x, y, z)
(20.3)

Îïðåäåëåíèå 20.4. Âåêòîðíîå ïîëå p(M) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóå-
ìûì â òî÷êå M , åñëè ïðèðàùåíèå ïîëÿ ∆p â òî÷êå M ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â âèäå

∆p = A∆r + o(|∆r|), (20.4)
ãäå A � ìàòðèöà, êîòîðàÿ â ñëó÷àå p(M) = P x(x, y, z)i +
+ Qy(x, y, z)j + Rz(x, y, z)k , èìååò âèä

A =




∂P x

∂x

∂P x

∂y

∂P x

∂z
∂Qy

∂x

∂Qy

∂y

∂Qy

∂z
∂Rz

∂x

∂Rz

dy

∂Rz

∂z




Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîãî ïîëÿ p(M) ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà l
òàêîå æå, êàê äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

dp

dl
= Ae, e = icosα + jcosβ +kcosγ

Îïðåäåëåíèå 20.5 Ðîòîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ
p =P (x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k íàçûâàåòñÿ âåêòîð

rotp, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

rotp =
(

∂R

∂y
− ∂Q

dz

)
i +

(
∂P

dz
− ∂R

dx

)
j +

(
∂Q

dx
− ∂P

dy

)
k. (20.5)

Òàêèì îáðàçîì, ðîòîð ïîðîæäàåò íîâîå âåêòîðíîå ïîëå. Ðîòîð ïîëÿ
äàåò ìãíîâåííóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü âîêðóã òåêóùåé òî÷êè è åå íàïðàâ-
ëåíèé. Ïîýòîìó ðîòîð, ÷àñòî, íàçûâàþò âèõðåì ïîëÿ.

Îïðåäåëåíèå 20.6 Äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ íàçûâàþò ñêà-
ëÿðíóþ âåëè÷èíó

divp = ∂P

∂x
+ ∂Q

∂y
+ ∂R

∂z
. (20.6)

Äèâåðãåíöèÿ õàðàêòåðèçóåò ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ, åñëè èñòî÷íèêè ïî-
ëÿ ðàñïðåäåëåíû íåïðåðûâíî â çàäàííîé îáëàñòè.
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Ïóñòü â îáëàñòè G ⊂ R3 çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå p(M) è èìååòñÿ
çàìêíóòàÿ êðèâàÿ L

Îïðåäåëåíèå 20.7 Ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó C(p), ðàâíóþ èíòåãðàëó
ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó

C(p) =
∮

L

Pdx + Qdy + Rdz, (20.7)

íàçûâàþò öèðêóëÿöèåé âåêòîðà p(M) âäîëü êðèâîé L
Öèðêóëÿöèÿ âûðàæàåò ðàáîòó âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî ïåðåìåùåíèþ

òî÷êè âäîëü êðèâîé.
Ïóñòü çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå p(M). Âîçüìåì ïîâåðõíîñòü S, è

âûáðàâ îïðåäåëåííóþ åå ñòîðîíó îáîçíà÷èì ÷åðåç cosX, cosY , cosZ
íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû íîðìàëè n ê âûáðàííîé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè.
Òîãäà ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë

Ï(p) =
∫∫

S

(PcosX + QcosY + RcosZ)ds (20.8)

íàçûâàþò ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ p(M) ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S. Ôîðìó-
ëó (20.8) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ï(p) =
∫∫

S

Pdydz + Qdxdz + Rdxdy.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ïðèâåäåííûõ ôîðìóë, ÷àñòî èñïîëüçóþò, ïðåä-
ëîæåííûé Ãàìèëüòîíîì ñèìâîëè÷åñêèé âåêòîðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð íàáëà

∇ = i ∂

∂x
+ j ∂

∂y
+ k ∂

∂z
.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ îïåðàòîð íàáëà êàê âåêòîð, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ôîð-
ìóëû

gradu = ∇u(M) = ∂u

dx
i + ∂u

∂y
j + ∂u

∂z
k,

rotp =∇×p =

∣∣∣∣∣∣∣

i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

∣∣∣∣∣∣∣
=

=
(

∂R

∂y
− ∂Q

dz

)
i +

(
∂P

dz
− ∂R

dx

)
j +

(
∂Q

dx
− ∂P

dy

)
k,

divp =∇ · p = ∂P

∂x
+ ∂Q

∂y
+ ∂R

∂z
.

20.1.1. Îñíîâíûå ôîðìóëû òåîðèè ïîëÿ. Îñíîâíûìè ôîðìóëà-
ìè òåîðèè ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå ïðè èçó÷åíèè êðèâîëè-
íåéíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ, è èõ ïðåîáðàçîâàííûå âàðèàíòû,
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ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä âåêòîðíûìè è
ñêàëÿðíûìè ïîëÿìè.

Ïóñòü â îáëàñòè V ⊂ R3 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé D çàäàíî
âåêòîðíîå ïîëå p(M) = P (M)i + Q(M)j + R(M)k, òî÷êà M ∈ V . Òîãäà
ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî çàïèøåòñÿ â âèäå

Ï =
∫∫

D

p(M) · dσ =
∫∫∫

V

divp(M)dv, (20.9)

ãäå p(M) · dσ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, dσ - âåêòîðíûé ýëåìåíò
ïëîùàäè íà ïîâåðõíîñòè D. Ôîðìóëó (20.9) ìîæíî ïðîêîììåíòèðîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ p(M) ÷åðåç ãðàíèöó îáëà-
ñòè D ðàâåí òðîéíîìó èíòåãðàëó îò äèâåðãåíöèè ýòîãî ïîëÿ ïî ñàìîé
îáëàñòè V

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îïåðàòîðîì íàáëà, òî ôîðìóëó (20.9) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

Ï =
∫∫

D

p(M) · dσ =
∫∫∫

V

(∇·p(M)) dv. (20.10)

Åñëè íà ïîâåðõíîñòè D çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå p(M), à êðèâàÿ L ÿâ-
ëÿåòñÿ ãðàíèöåé ýòîé ïîâåðõíîñòè, òî ôîðìóëó Ñòîêñà ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå ∫∫

D

rotp(M) · dσ =
∮

L

p(M) · dl, (20.11)

ãäå dl - âåêòîðíûé ýëåìåíò äëèíû dl = idx + jdy + kdz. Äðóãàÿ ôîðìà
çàïèñè èìååò âèä

ÏD(rotp) = tirLp. (20.12)
Ïîòîê ðîòîðà âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü D ðàâåí öèðêóëÿöèè
ýòîãî ïîòîêà âäîëü ãðàíèöû ïîâåðõíîñòè L

20.1.2. Ñïåöèàëüíûå ïîëÿ. Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì äâà
ñïåöèàëüíûõ ïîëÿ, êîòîðûå èìåþò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ïðèêëàäíûõ
çàäà÷àõ.

Îïðåäåëåíèå 20.8 Âåêòîðíîå ïîëå p(M)=P (M)i + Q(M)j +
+ R(M)k íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
u(M), òàêàÿ , ÷òî

p(M) = gradu(M).

Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì:

P = ∂u

∂x
, Q = ∂u

∂y
, R = ∂u

∂z
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå P (M)dx + Q(M)dy + R(M)dz ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè u(M) Ôóíêöèþ u(M), â ýòîì
ñëó÷àå, íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé èëè ñêàëÿðíûì ïîòåíöè-
àëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ p(M)
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Èíîãäà äàþò äðóãîå îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëüíîìó ïîëþ
Îïðåäåëåíèå 20.9 Âåêòîðíîå ïîëå p(M)=P (M)i + Q(M)j +

+ R(M)k íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì â îáëàñòè G ⊂ R3, åñëè
öèðêóëÿöèÿ ýòîãî ïîëÿ ïî ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé
êðèâîé â îáëàñòè G ðàâíà íóëþ.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó (20.11), ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â
óñëîâèÿõ äàííîãî îïðåäåëåíèÿ rotp(M) = 0. Ïîýòîìó ïîòåíöèàëüíîå
ïîëå åùå íàçûâàþò áåçâèõðåâûì.

Îïðåäåëåíèå 20.10 Âåêòîðíîå ïîëå p(M) íàçûâàåòñÿ ñîëèíîè-
äàëüíûì, èëè òðóá÷àòûì, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå g(M)
òàêîå, ÷òî

p(M) = rotg(M).

Âåêòîðíîå ïîëå g(M) íàçûâàþò âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì ïîëÿ p(M).
Ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî divp(M) = div (rotg(M)) ÷òî

íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî ïîëå p(M) áóäåò
ñîëèíîèäàëüíûì, ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå divp(M) = 0.

20.2. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïîëåé.
2. ×òî òàêîå ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, è ÷òî îí õàðàêòåðèçóåò?
3. ×òî òàêîå äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ, êàê îíà âû÷èñëÿåòñÿ è

÷òî õàðàêòåðèçóåò?
4. ×òî òàêîå ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ, êàê îí âû÷èñëÿåòñÿ è ÷òî

õàðàêòåðèçóåò?
5. Êàêèå îñíîâíûå ôîðìóëû òåîðèè ïîëåé âû çíàåòå?
6. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ è ñîëèíîèäàëüíîãî ïîëÿ.
7. Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò ïîòåíöèàëüíûå è ñîëèíîèäàëüíûå

ïîëÿ?

20.3. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷
Ïðèìåð 20.1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u = x2 −

− arctg(y + z) â òî÷êå M(2; 1; 1) ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà I = 3j − 4k.
Ðåøåíèå: Íàõîäèì íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà I:

cosα = 0√
0+ 9+ 16

= 0, cosβ = 3
5 , cosγ = −4

5 .

Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè è âû÷èñëÿåì èõ çíà÷åíèÿ â
òî÷êå M :

∂u

∂x
= 2x, ∂u

∂y
= − 1

(y + z)2 + 1
, ∂u

∂z
= − 1

(y + z)2 + 1
,

∂u

∂x

∣∣∣∣ M
= 2 · 2 = 4, ∂u

∂y

∣∣∣∣ M
= ∂u

∂z

∣∣∣∣ M
− 1

(1+ 1)2 + 1
= −1

5 .
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå ∂u

∂I
= ∂u

∂x
Cosα + ∂u

∂y
Cosβ + ∂u

∂z
Cosγ èìååì:

∂u

∂I

∣∣∣∣ M
= 4 · 0− 1

5 ·
3
5 −

1
5 ·

(
−4
5

)
= 1

25 = 0, 25 .

Ïîñêîëüêó ∂u

∂I
> 0, òî çàäàííàÿ ôóíêöèÿ â äàííîì íàïðàâëåíèè âîç-

ðàñòàåò.
Ïðèìåð 20.2. Íàéòè óãîë ìåæäó ãðàäèåíòàìè ñêàëÿðíûõ ïîëåé

u = x

yz2
è v = x2 − y2 − 3z2 â òî÷êå M

(
1√
2
, 1√

2
, 1√

3

)
.

Ðåøåíèå: Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé u è v è âû÷èñ-
ëÿåì èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êå M :

∂u

∂x
= 1

yz2
, ∂u

∂y
= − x

y2z2
, ∂u

∂z
= − 2x

yz3
,

∂u

∂x

∣∣∣∣ M
= 3

√
2 , ∂u

∂y

∣∣∣∣ M
= −3

√
2 , ∂u

∂z

∣∣∣∣ M
= − 6

√
3 .

∂v

∂x
= 2x, ∂v

∂y
= −2y, ∂v

∂z
= −6z,

∂v

∂x

∣∣∣∣ M
=
√
2 , ∂v

∂y

∣∣∣∣ M
= −

√
2 , ∂v

∂z

∣∣∣∣ M
= −2

√
3 .

Íàéäåì ãðàäèåíòû è èõ äëèíû:

grad u

(
1√
2
, 1√

2
, 1√

3

)
= 3

√
2 i− 3

√
2 j − 6

√
2 k,

grad v

(
1√
2
, 1√

2
, 1√

3

)
=
√
2 i−

√
2 j − 2

√
3 k.

∣∣∣∣grad u

(
1√
2
, 1√

2
, 1√

3

)∣∣∣∣ =
√
18+ 18+ 108 = 12,

∣∣∣∣grad v

(
1√
2
, 1√

2
, 1√

3

)∣∣∣∣ =
√
2+ 2+ 12 = 4.

Èòàê, óãîë ìåæäó ãðàäèåíòàìè

α = arccos grad u · grad v

|grad u| · |grad v| ,

α = arccos
√
2 · 3

√
2 + 3

√
2 ·
√
2 + 2

√
3 · 6

√
3

12 · 4 = arccos 1 = 0.

Òàêîé âûâîä ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü è ðàíüøå, çàìåòèâ ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòü êîîðäèíàò ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ.

Ïðèìåð 20.3. Íàéòè âåêòîðíûå ëèíèè â âåêòîðíîì ïîëå à = 9zj −
− 4yk.
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Ðåøåíèå: Âåêòîðíûå ëèíèè äëÿ âåêòîðà a = axi + ayj + azk îïðå-
äåëÿþòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

ax(x, y, z)
= dy

ay(x, y, z)
= dz

az(x, y, z)

ax = 0, ay = 9z, az = −4y,
dx

0 = dy

9z = dz

−4y .

Îòñþäà èìååì
{

dx = 0,
4ydy = −9zdz.

Äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷àåì
{
4y2 + 9z2 = C1,

x = C2.

Âåêòîðíûìè ëèíèÿìè çàäàííîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñû, ïîëó÷àþùè-
åñÿ ïåðåñå÷åíèåì ýëëèïòè÷åñêèõ öèëèíäðîâ ïëîñêîñòÿìè, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûìè îñè Îx.

Ïðèìåð 20.4. Íàéòè ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ a = xi + (y + z)j +
+ (z − y)k ÷åðåç ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S : x2 + y2 + z2 = 9, âûðåçàåìóþ
ïëîñêîñòüþ P : z = 0 (z > 0) (íîðìàëü âíåøíÿÿ ê çàìêíóòîé ïîâåðõ-
íîñòè, îáðàçóåìîé äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè).

Ðèñ. 20.1.

Ðåøåíèå: Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç
÷àñòü ïîâåðõíîñòè S ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ðàçíîñòü ïîòîêîâ ÷åðåç ïîëíóþ çàìêíó-
òóþ ïîâåðõíîñòü (Ï1) è ÷åðåç ïëîñêîñòü
z = 0 (Ï2).

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Îñòðîãðàäñêîãî-
Ãàóññà, ÷òîáû íàéòè Ï1. Íàéäåì äèâåðãåíöèþ
ïîëÿ div a = ∂ax

∂x
+ ∂ay

∂y
+ ∂az

∂z
, div a = 1 +

+ 1+ 1 = 3,
Ïîýòîìó Ï1 =

∫∫∫
V

3dV ,ãäå V- îáúåì ïîëó-

øàðà ðàäèóñà 3. À çíà÷èò Ï1 = 3 · 23π · 33 =
= 54π.

Ïîòîê Ï2 íàéäåì êàê èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè z = 0 îò ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà ïîëÿ íà åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíî-
ñòè.

n = (0; 0;−1)òàê êàê íîðìàëü äîëæíà áûòü âíåøíåé.

a · n = y − z, Ï2 =
∫∫

(S)

(y − z)ds.

Òàê êàê z = 0,dS = dxdy, òîÏ2 =
∫∫
(G)

ydxdy, ãäå G- ïðîåêöèÿ ïîâåðõ-

íîñòè â ïëîñêîñòü xOy, òî åñòü êðóã x2 + y2 = 9, à ïîýòîìó âû÷èñ-
9 Öûêóíîâ À. Ì.
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ëèì ýòîò äâîéíîé èíòåãðàë â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: x = rCosϕ, y =
= rSinϕ, |J | = r, (0 6 ϕ 6 2π, 0 6 r 6 3).

Ï2 =

2π∫

0

Sinϕ dϕ

3∫

0

r2dr = (−Cosϕ)
∣∣∣∣
2π
0 ·

(
r3

3

) ∣∣∣∣
3
0 = 0 .

Èìååì: Ï = Ï1 −Ï2 = 54π.
Ïðèìåð 20.5. Íàéòè ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ a = (x + z)i + yk ÷åðåç

çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü S :
{

z = 8− x2 − y2,
z = x2 + y2, íîðìàëü âíåøíÿÿ.

Ðåøåíèå:

Ðèñ. 20.2.

Ïîâåðõíîñòü îáðàçîâàíà äâóìÿ ïàðàáîëîèäà-
ìè âðàùåíèÿ . Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
x = rCosϕ, y = rSinϕ, z = z, |J | = r , ïåðåìåííûå
èçìåíÿþòñÿ â ñëåäóþùèõ ïðåäåëàõ:

0 6 ϕ 6 2π, r2 6 z 6 8− r2.

Íàéäåì ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëîèäîâ: r2 = 8 −
− r2 èëè r = 2.Òîãäà 0 6 r 6 2Èñêîìûé ïîòîê
ñ÷èòàåì ïî ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà. diva =
= 1+ 0+ 0 = 1. Òîãäà

Ï =
∫∫∫

V

divadV =

2π∫

0

dϕ

2∫

0

rdr

8−r2∫

r2

dz =

2π∫

0

dϕ

2∫

0

r(8− r2 − r2)dr =

=

2π∫

0

(4r2 − 1
2r4)

∣∣∣∣
2
0 dϕ = 2π(16− 8) = 16π.

Ïðèìåð 20.6. Íàéòè öèðêóëÿöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ a = y

3 i − 3xj + xk

âäîëü êîíòóðà Ã :
{

x = 2Cost, y = 2Sint
z = 1− 2Cost− 2Sint

(â íàïðàâëåíèè, ñîîòâåò-
ñòâóþùåì âîçðàñòàíèþ ïàðàìåòðà t.

Ðåøåíèå.

Ðèñ. 20.3.

Òàê êàê êîíòóð çàìêíóòûé, ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ôîðìóëó Ñòîêñà äëÿ íàõîæäåíèÿ öèðêó-
ëÿöèè

Ñ =
∫∫

S

rota · n0dS

S � ÷àñòü ïëîñêîñòè, z = 1 − x − y âûðåçàí-
íîé ïðÿìûì êðóãîâûì öèëèíäðîì x2 + y2 = 4.
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Ïîýòîìó n0 = 1√
3

( 1; 1; 1) åäèíè÷íûé âåêòîð
íîðìàëè ê íàøåé ïîâåðõíîñòè.

rota = (∂ az

∂y
− ∂ ay

∂z
)i + (∂ ax

∂z
− ∂ az

∂x
)j + (∂ ay

∂x
− ∂ ax

∂y
)k,

rota = 0 · i − 1 · j + (−3 − 1
3 )k. Òîãäà rota · n0 = 1√

3
· (−1 − 10

3 ) = −
− 13
3
√
3
,

îòñþäà

C = − 13
3
√
3

∫∫

S

dS =− 13
3
√
3

∫∫

S

√
3 dxdy = −13

3

∫ ∫

Dxy

dxdy = −13
3 · 4π = −52

3 π,

òàê êàê äâîéíîé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ïëîùàäüþ êðóãà ðàäèóñà 2.

20.4. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. Âû÷èñëèòü äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ
a(M) =(xy+z2)i+(yz+x2)j+(zx+y2)k â òî÷êå Ì(1,3,�5).
2. Âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ
a(M) = (x�3z)i + (x+2y + z)j+(4x + y)k ÷åðåç âåðõíþþ ÷àñòü

ïëîñ-êîñòè x + y + z =2, ëåæàùóþ â ïåðâîì îêòàíòå.
3. Âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ a(M) =2xi+yj+3zk ÷åðåç

÷àñòü ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà , ëåæàùóþ â ïåðâîì îêòàíòå, â íàïðàâ-
ëåíèè âíåøíåé íîðìàëè.

4. Âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ a(M) = (x�y)i + (x + y)j + z2k
÷åðåç ïîâåðõíîñòü öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿ-
ìè x2 + y2 =1, z =0 è z =2, â íàïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè.

5. Âû÷èñëèòü äèâåðãåíöèþ âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ H =(21/r)(�yi+xj), ñîçäàâàåìîãî òîêîì I,ïðîõîäÿùèì ïî áåñêîíå÷-
íî äëèííîìó ïðîâîäó.

6. Íàéòè ïîòîê Ïâåêòîðíîãî ïîëÿ a(M) = x3i + y3j + z3k ÷åðåç
ïîâåðõíîñòü øàðà x2 + y2 + z2 = R2 â íàïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè.

7. Âû÷èñëèòü ïîòîê Ï âåêòîðíîãî ïîëÿ a(M) =8xi+11yj+17zk ÷å-
ðåç ÷àñòü ïëîñêîñòè x+2y+3z =1, ðàñïîëîæåííîé â ïåðâîì îêòàíòå.
Íîðìàëü ñîñòàâëÿåò îñòðûé óãîë ñ îñüþ Oz.

8. Íàéòè ïîòîê Ï âåêòîðà a =xi�2yj�zk ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõ-
íîñòü S, îãðàíè÷åííóþ ïîâåðõíîñòÿìè 1�z = x2 + y2, z =0 â íàïðàâëå-
íèè âíåøíåé íîðìàëè.

9. Íàéòè ïîòîê Ïâåêòîðà a = x2i + z2j ÷åðåç ÷àñòü ïîâåðõíîñòè
z2 =4�x�y, ëåæàùóþ â ïåðâîì îêòàíòå, è ÷àñòè êîîðäèíàòíûõ ïëîñêî-
ñòåé, îòñåêàåìûõ ýòîé ïîâåðõíîñòüþ, â íàïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè.

10. 1. Íàéòè äèâåðãåíöèþ ïîëÿ grad u, åñëè u =ln(x2 + y2 + z2);
9*
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2. Âû÷èñëèòü ïîòîê Ï âåêòîðíîãî ïîëÿ a(M) =xi+3yj+2zk ÷åðåç
âåðõíþþ ÷àñòü ïëîñêîñòè x + y + z =1, ðàñïîëîæåííóþ â ïåðâîì îê-
òàíòå.

11. 1. Íàéòè äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ a(M) =xy2i + x2yj+z3k
â òî÷êå Ì(1,�1,3);

2. Âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ a(M) =3xi�yj�zk ÷åðåç ïî-
âåðõíîñòè 9�z = x2 + y2, x =0, y =0, z =0, îãðàíè÷èâàþùåå íåêîòîðîå
òåëî, â íàïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè.

12. Íàéòè öèðêóëÿöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ a(M) = z2i + x2j + y2k
ïî ñå÷åíèþ ñôåðû x2 + y2 + z2 = R2 ïëîñêîñòüþ x + y + z = R â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îáõîäà îòíîñèòåëüíî âåêòîðà n =(1,1,1).

13. Íàéòè öèðêóëÿöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ a(M) = y2i+xyj+(x2 + y2)k
ïî êîíòóðó, âûðåçàåìîìó â ïåðâîì îêòàíòå èç ïàðàáîëîèäà x2 + y2 =Rz
ïëîñêîñòÿìè x =0, y =0, z = R â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îáõîäà
îòíîñèòåëüíî âíåøíåé íîðìàëè ïîâåðõíîñòè ïàðàáîëîèäà.

14. Âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ a(M) =zy2i+xz2j+
+yx2k ïî êîíòóðó ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëîèäà x = y2 + z2 ñ ïëîñêîñòüþ
x =9 â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îáõîäà îòíîñèòåëüíî îðòà n0 = i.

20.4.1. Îòâåòû. 1. �1. 2. 26/3. 3. 24π. 4. � 4π. 5. divH =0. 6.
12πR2/5. 7. 1. 8. �π. 9. 19 53

105 . 10. Π =1. 11. Π=81π/8. 12. 3πR4/2.
13. R3/3. 14. 729π.
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21.1. 21.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû
Ïóñòü çàäàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë a1, a2, · · · , an, · · ·

Ñîñòàâëåííûé èç ýòèõ ÷èñåë ñèìâîë a1 + a2 + · · · + an + · · ·
íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì. Ïîëüçóÿñü çíàêîì ñóììû, ÷èñëîâîé ðÿä
îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∞∑

n=1
an. (21.1)

Îïðåäåëåíèå 21.1. Ñóììó êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà íàçûâàþò
÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà

Sm =
m∑

n=1
an. (21.2)

Îïðåäåëåíèå 21.2. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë Sm = S , òî
ðÿä íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, à ïðåäåë S ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ðÿäà. Â
ñëó÷àå åñëè ýòîò ïðåäåë ðàâåí ±∞, èëè íå ñóùåñòâóåò, òî ðÿä
ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Ïóñòü çàäàíî äâà ðÿäà (21.1) è ðÿä
∞∑

n=1
bn. Òîãäà ñóììîé ðÿäîâ

íàçûâàþò ðÿä ∞∑

n=1
(an + bn).

Åñëè ó ðÿäà (21.1) îòáðîñèòü ïåðâûå m ÷ëåíîâ, òî îñòàâøóþñÿ ÷àñòü

Rm =
∞∑

n=m+1
an (21.3)

íàçûâàþò îñòàòêîì ðÿäà.
21.1.1. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà. Äëÿ ñõîäèìîñòè

ðÿäà (21.1) òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sm áûëà ñõîäÿùåé.
Èç òåîðèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èçâåñòíî, ÷òî äëÿ åå ñõîäèìîñòè íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ôóíäàìåíòàëüíîé (òåîðåìà 1.17).
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
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Òåîðåìà 21.1. (êðèòåðèé Êîøè) Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (21.1) íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ∀ε > 0 ∃N > 0 òàêîå, ÷òî ïðè
âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâàn > N äëÿ ∀p > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
|Sm+p − Sm| < ε.

Èç ýòîãî êðèòåðèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãóþ ôîðìóëèðîâêó.
Òåîðåìà 21.2. Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (21.1) íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû ñõîäèëñÿ ðÿä (21.3). Ïðè ýòîì Rm = 0.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî âûïîëíåíî

óñëîâèå lim
m→∞

Sm = S. Rm = S − Sm =⇒ lim
m→∞

Rm = S − lim
m→∞

Sm =
= 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ñõîäèëñÿ ðÿä (21.3), òî èç ðàâåíñòâà
S = Sm + Rm èìååì Sm è Rm - êîíå÷íûå ÷èñëà. Òîãäà è ñóììà ðÿäà S
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì.¤

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðÿäîâ: 1. Îòáðàñûâàíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà íå âëèÿåò íà åãî ñõîäèìîñòü, ÷òî ñëåäóåò èç òåîðåìû
21.2.

2. Óìíîæåíèå êàæäîãî ÷ëåíà ðÿäà íà ïîñòîÿííîå ÷èñëî òîæå íå
âëèÿåò íà åãî ñõîäèìîñòü. Ýòî ñëåäóåò èõ ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà.

∞∑

n=1
αan = α

∞∑

n=1
an.

3. Åñëè ðÿäû
∞∑

n=1
an,

∞∑
n=1

bn ñõîäÿùèåñÿ, òî ðÿä
∞∑

n=1
(an + bn) òîæå

ñõîäÿùèéñÿ. Ïóñòü S

è S1 ñóììû ðÿäîâ
∞∑

n=1
an,

∞∑
n=1

bn. Òîãäà èìååì

∞∑

n=1
(an + bn) =

∞∑

n=1
an +

∞∑

n=1
bn = S + S1

21.1.2. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäîâ. Òåîðåìà
21.3. Åñëè ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, òî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

lim
m→∞

am = 0. (21.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà ñëåäóåò lim
m→∞

Sm =
= S, è âåëè÷èíà S êîíå÷íàÿ ïðè ëþáîì êîëè÷åñòâå ÷ëåíîâ â ÷àñòè÷íîé
ñóììå Sm. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî am = Sm − Sm−1, ïîëó÷èì
lim

m→∞
am = lim

m→∞
Sm − lim

m→∞
Sm−1 = S − S = 0¤.
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21.2. Ðÿäû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè
Áóäåì èññëåäîâàòü ðÿäû, ýëåìåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëü-

íûìè ÷èñëàìè. Äëÿ ýòèõ ðÿäîâ ñïðàâåäëèâû âñå óòâåðæäåíèÿ, ðàññìîò-
ðåííûå â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ.

21.2.1. Ïðèçíàêè ñðàâíåíèÿ. Òåîðåìà 21.4. (Ïåðâûé ïðèçíàê
ñðàâíåíèÿ) Ïóñòü çàäàíû äâà ðÿäà

1.
∞∑

n=1
an, 2.

∞∑

n=1
bn,

è íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ÷èñëà N , âûïîëíåíî óñëîâèå an 6 bn, n > N .
Òîãäà èç ñõîäèìîñòè âòîðîãî ðÿäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïåðâîãî ðÿ-
äà, à èç ðàñõîäèìîñòè ïåðâîãî ðÿäà ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü âòîðîãî
ðÿäà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâîéñòâî
1, ò. å. îòáðàñûâàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ íå âëèÿþò íà ñõîäè-
ìîñòü ðÿäà, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî an 6 bn âûïîëíåíî äëÿ
âñåõ ÷ëåíîâ ðÿäîâ. Îáîçíà÷èì ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ ñèìâîëàìè
Sm1, Sm2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà an 6 bn ñëåäóåò óñëî-
âèå Sm1 6 Sm2. Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sm1, {Sm2. Òîãäà
èç óñëîâèÿ Sm1 6 Sm2 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

lim
m→∞

Sm1 6 lim
m→∞

Sm2 =⇒ S1 6 S2,

ãäå S1, S2 - ñóììû ðÿäîâ. Èç óñëîâèÿ S1 6 S2 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
òåîðåìû. ¤

Òåîðåìà 21.5. (Âòîðîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ) Ïóñòü çàäàíû äâà
ðÿäà. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
m→∞

an

bn
= K, (0 6 K < +∞)

òî èç ñõîäèìîñòè âòîðîãî ðÿäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïåðâîãî ðÿäà
, à èç ðàñõîäèìîñòè ïåðâîãî ðÿäà ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü âòîðîãî
ðÿäà . Åñëè 0 < K < +∞, òî îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ lim
m→∞

an

bn
= K èìååì, ÷òî äëÿ

∀ε > 0 ∃N > 0 òàêîå, ÷òî ïðè n > N âûïîëíåíî óñëîâèå
∣∣∣an

bn
−K

∣∣∣ < ε =⇒ an

bn
< K + ε, bn 6= 0 =⇒ an < (K + ε) bn

Èç ñõîäèìîñòè âòîðîãî ðÿäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1
(K + ε) bn,

à èõ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 21.4 ñëåäóåò
ñõîäèìîñòü ïåðâîãî ðÿäà à èç ñõîäèìîñòè ïåðâîãî ðÿäà ñëåäóåò ñõîäè-
ìîñòü âòîðîãî ðÿäà.¤
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21.2.2. Ïðèçíàê Äàëàìáåðà. Òåîðåìà 21.6. Åñëè äëÿ ðÿäà
∞∑

n=1
an âûïîëíåíî óñëîâèå:

lim
m→∞

an+1

an
= k,

òî ïðè k < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïðè k > 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Â ñëó÷àå,
êîãäà k = 1 èìååì íåîïðåäåëåííîñòü.

Åñëè k = 1, òî ñëåäóåò èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà ñ ïîìîùüþ
äðóãèõ ïðèçíàêîâ ñõîäèìîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ an+1

an
= k èìååì, ÷òî äëÿ

∀ε > 0 ∃N > 0 òàêîå, ÷òî ïðè n > N âûïîëíåíî óñëîâèå
∣∣∣aN+1

aN
− k

∣∣∣ < ε =⇒ k − ε <
aN+1

aN
< k + ε

Ïóñòü k < 1. Âûáåðåì ÷èñëî ε òàê ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå k + ε =
= l < 1. Òîãäà ïîëó÷èì

aN+1 < laN , aN+2 < l2aN · · · aN+p < lpaN . (21.5)
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî îòáðàñûâàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ
íå âëèÿåò íà ñõîäèìîñòü ðÿäà, ðàññìîòðèì ðÿäû

∞∑
n=N

an,
∞∑

n=0
lnaN =

= aN

∞∑
n=0

ln . Ðÿä
∞∑

n=0
ln ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé ñî çíàìå-

íàòåëåì ìåíüøå åäèíèöû, à ñëåäîâàòåëüíî ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.
Òîãäà ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ðÿä

∞∑
n=N

an è èñõîäíûé ðÿä
ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ.

Ïóñòü k > 1. Âûáåðåì ÷èñëî ε òàê ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå k −
− ε = l > 1. Òîãäà ïîëó÷èì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

aN+1 > laN , aN+2 > l2aN · · · aN+p > lpaN

Ñíîâà, ðàññìîòðèì ðÿäû
∞∑

n=N

an,
∞∑

n=0
lnaN = aN

∞∑
n=0

ln . Ðÿä
∞∑

n=0
ln ÿâëÿ-

åòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé ñî çíàìåíàòåëåì áîëüøå åäèíèöû, à,
ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ. Òîãäà ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó
ñðàâíåíèÿ ðÿä

∞∑
n=N

an è èñõîäíûé ðÿä ÿâëÿþòñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ.¤
Ïðèìåð 21.1. Èññëåäîâàòü ðÿä

∞∑

n=1

n2

2n

Âû÷èñëÿåì ïðåäåë

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
(n + 1)2 2n

2n+1n2 = 1
2 < 1.
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Ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.
21.2.3. Ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè. Òåîðåìà 21.7. Åñëè äëÿ

ðÿäà
∞∑

n=1
an âûïîëíåíî óñëîâèå:

lim
n→∞

n
√

an = k,

òî ïðè k < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïðè k > 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Â ñëó÷àå,
êîãäà k = 1 èìååì íåîïðåäåëåííîñòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ lim
n→∞

n
√

an = k èìååì, ÷òî
äëÿ ∀ε > 0 ∃N > 0 òàêîå, ÷òî ïðè n > N âûïîëíåíî óñëîâèå

| n
√

an − k| < ε =⇒ k − ε < n
√

an < k + ε

Ïóñòü k < 1. Âûáåðåì ÷èñëî ε òàê ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå k + ε =
= l < 1 Òîãäà ïîëó÷èì

n
√

an < l =⇒ an < ln

Ýëåìåíò ln ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ÷ëåí ðÿäà
∞∑

n=1
ln, êîòîðûé ÿâëÿ-

åòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé ñî çíàìåíàòåëåì ìåíüøå åäèíèöû, à
ñëåäîâàòåëüíî ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ. Òîãäà ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó
ñðàâíåíèÿ ðÿä

∞∑
n=N

an - ñõîäèòñÿ
Ïóñòü k > 1. Âûáåðåì ÷èñëî ε òàê ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå k −

− ε = l > 1. Òîãäà ïîëó÷èì
n
√

an > l =⇒ an > ln

Â äàííîì ñëó÷àå ðÿä
∞∑

n=1
ln, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-

ñèåé ñî çíàìåíàòåëåì áîëüøå åäèíèöû, à ñëåäîâàòåëüíî ðÿä ÿâëÿåòñÿ
ðàñõîäÿùèìñÿ. Òîãäà ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ðÿä

∞∑
n=N

an �
ðàñõîäèòñÿ.¤

Ïðèìåð 21.2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∞∑

n=1

1
2n

(
1+ 1

n

)n2

.

Âû÷èñëèì ïðåäåë l = lim
n→∞

n
√

un = lim
n→∞

1
2

(
1+ 1

n

)n

= 1
2e > 1, ðÿä

ðàñõîäèòñÿ.

21.2.4. Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè. Ïóñòü äàí ðÿä
∞∑

n=1
an

. Âîçüìåì ôóíêöèþ f(x) òàêóþ, ÷òî ïðè x = n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
f(n) = an. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 21.8. Åñëè èíòåãðàë
∞∫
1

f(x)dx ñõîäèòñÿ, òî ðÿä òî-
æå ñõîäèòñÿ, à åñëè èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ
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Ðèñ. 21.1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñî-
ñòàâèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó äëÿ ôóíêöèè,
èçîáðàæåííîé íà ðèñ.21.2 Sn =

n∑
i=1

ai è

âîçüìåì èíòåãðàë
n∫
1
f(x)dx, ÷èñëåííîå

çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî ïëîùàäè ôè-
ãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì ôóíêöèè
è îñüþ àáñöèññ. Ïëîùàäè ñòóïåí÷àòûõ

ôèãóð ïîä ôóíêöèåé è íàä ôóíêöèåé ðàâíû Sn − f(1), Sn − f(n) ñîîò-
âåòñòâåííî. Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

Sn − f(1) <

n∫

1

f(x)dx < Sn − f(n). (21.6)

Ðàññìîòðèì òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn} ,
{

n∫
1
f(x)dx + f(1)

}
,

{
n∫
1
f(x)dx + f(n)

}
Òîãäà èç (21.6) è ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

èìååì

lim
n→∞

Sn<

∞∫

1

f(x)dx + f(1),

lim
n→∞

Sn >

∞∫

1

f(x)dx + f(n).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî lim
n→∞

Sn =
∞∑

n=1
an è íåðàâåíñòâî

f(n) > 0 , ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä. Åñëè èíòåãðàë ñõîäèòñÿ,
òî èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà, à â ñëó÷àå, êîãäà
èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü
ðÿäà¤

Ïðèìåð 21.2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑

n=1

1
na , a > 0.

Âû÷èñëèì èíòåãðàë
∞∫

1

dx

xa = lim
n→∞

b∫

1

dx

xa = lim
n→∞

1
1− a

( 1
ba−1 − 1

)

Åñëè a > 1, òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò, ñõîäèòñÿ ðÿä. Åñëè a 6 1,
òî èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä òîæå ðàñõîäèòñÿ.
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21.3. Çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû
21.3.1. Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ðÿäû, ó êîòîðûõ çíàêè èõ ýëåìåíòîâ ÷åðåäóþòñÿ.
∞∑

n=1
(−1)n

an èëè
∞∑

n=1
(−1)n+1

an, an > 0.

Ââåäåì ïîíÿòèå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ïóñòü èìååòñÿ çíà-
êîïåðåìåííûé ðÿä

∞∑

n=1
an, (21.7)

ò. å. ýëåìåíòû ðÿäà èìåþò ðàçíûå çíàêè, ðàñïîëîæåííûå â ïðîèçâîëü-
íîì ïîðÿäêå.

Åñëè ðÿä ∞∑

n=1
|an| (21.8)

ñõîäèòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî èñõîäíûé ðÿä (21.7) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
Òåîðåìà 21.9. Åñëè ðÿä (21.8) ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ ðÿä (21.7).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ (21.7)

è (21.8) ñèìâîëàìè SmGm ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ðÿä (21.8) ñõîäèòñÿ,
òî Gm = G è Gm 6 G òàê êàê |an| > 0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Gm} �
âîçðàñòàþùàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó. Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè

S
′
m, S

′′
m Ñóììû ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ è ñóììó ìîäóëåé îòðè-

öàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â ÷àñòè÷íóþ ñóììó Sm. Òîãäà èìå-
åì Sm = S

′
m − S

′′
m, à Gm = S

′
m + S

′′
m. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè S

′
m, S

′′
m

ìîíîòîííî âîçðàñòàþò, à èç íåðàâåíñòâà S
′
m + S

′′
m 6 G ñëåäóåò èõ

îãðàíè÷åííîñòü S
′
m 6 G, S

′′
m 6 G . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò

êîíå÷íûå ïðåäåëû
S
′
m = S

′ , S
′′
m = S

′′ Òîãäà ïîëó÷àåò öåïî÷êó ðàâåíñòâ
Sm =

(
S
′
m − S

′′
m

)
= S

′
m − S

′′
m = S

′ − S
′′

. Èç îãðàíè÷åííîñòè âå-
ëè÷èíû S

′ − S
′′ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (21.7)¤

Òàêèì îáðàçîì ïðè èññëåäîâàíèè çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ, â
ïåðâóþ î÷åðåäü, èññëåäóåòñÿ èõ àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü. Îäíàêî, åñëè
ðÿä íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî � ýòî íå çíà÷èò, ÷òî îí ðàñõîäèòñÿ. Ðÿä
ìîæåò ñõîäèòñÿ, íî àáñîëþòíî íå ñõîäèòñÿ.

21.3.2. Óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ. Ïóñòü äàí ðÿä
∞∑

n=1
(−1)n+1

an, an > 0, êîòîðûé àáñîëþòíî íå ñõîäèòñÿ.
Òåîðåìà 21.10. (Ïðèçíàê Ëåéáíèöà) Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

an+1 < an äëÿ ∀n è lim
n→∞

an = 0, òî çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä ñõî-
äèòñÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû
Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ÷åòíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ

S2m = a1 − a2 + · · · − a2m−1 + am = (a1 − a2)+
+ (a3 − a4) + · · ·+ (a2m−1 − a2m)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {S2n} - âîçðàñòà-
þùàÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç ðàâåíñòâà

S2m = a1 − ((a2 − a3) + (a4 − a5) + · · ·+ (a2m−1 − a2m))

ñëåäóåò, ÷òî S2m < a1, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {S2m} -
îãðàíè÷åíà. Òîãäà lim

m→∞
Sm = S, è S � êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà.

Âîçüìåì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ÷àñòè÷íîé ñóììå S2m+1.
Èìååì

S2m+1 = S2m + a2m+1. Âû÷èñëèì ïðåäåë, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
ðàâåíñòâî lim

n→∞
an = 0

lim
m→∞

S2m+1 = lim
m→∞

(S2m + a2m+1) = lim
m→∞

S2m + a2m+1 = S.¤

Èõ äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî â çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäàõ
ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñóììû ðÿäà íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû ïåðâîãî
îòáðîøåííîãî ÷ëåíà.

Ïðèìåð 21.2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑

n=1
(−1)n+1 1

n + 2

Èññëåäóåì ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü, äëÿ ÷åãî ðàññìàòðèâàåì ðÿä
∞∑

n=1

1
n + 2
Âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì ïðèçíàêîì ñðàâíåíèÿ. Âîçüìåì ðàñõîäÿùèé-

ñÿ ðÿä
∞∑

n=1

1
n
, è âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
n→∞

1
n
1

n + 1

= 1.

Èñõîäíûé ðÿä àáñîëþòíî íå ñõîäèòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
lim

n→∞
1

n + 1 = 0, è 1
n + 1 <

1
n

äëÿ ëþáûõ n. Ñëåäîâàòåëüíî, â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèçíàêîì Ëåéáíèöà ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

21.4. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè

Êîøè äëÿ ðÿäîâ.
2. Êàêèå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ?
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3. Ñôîðìóëèðóéòå ïðèçíàêè ñðàâíåíèÿ äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ.
4. Äîêàæèòå ïðèçíàê Äàëàìáåðà.
5. Äîêàæèòå ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êàøè.
6. Äîêàæèòå èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êàøè.
7. Äîêàæèòå òåîðåìó î àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ

ðÿäîâ.
8. Äîêàæèòå ïðèçíàê Ëåéáíèöà äëÿ óñëîâíîé ñõîäèìîñòè çíàêî÷å-

ðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ.

21.5. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 21.3. Íàéòè ñóììó ðÿäà
∞∑

n=1

3n + 8
n(n + 1)(n + 2) ;

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì îáùèé ÷ëåí ðÿäà â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ
äðîáåé:

an = 3n + 8
n(n + 1)(n + 2) = A

n
+ B

n + 1 + C

n + 2 ⇒
3n + 8 = A(n + 1)(n + 2) + Bn(n + 2) + Cn(n + 1);

n = 0 : 8 = 2A; A = 4
n = −1 : 5 = −B; B = −5
n = −2 : 2 = 2C; C = 1

an = 4
n
− 5

n + 1 + 1
n + 2

a1 = 4
1 −

5
2 + 1

3 ;

a2 = 4
2 −

5
3 + 1

4 ;

a3 = 4
3 −

5
4 + 1

5 ;

a4 = 4
4 −

5
5 + 1

6 ;
. . .. . .. . .. . .. . .. . .

an−3 = 4
n− 3 −

5
n− 2 + 1

n− 1 ;

an−2 = 4
n− 2 −

5
n− 1 + 1

n
;

an−1 = 4
n− 1 −

5
n

+ 1
n + 1 ;

an = 4
n
− 5

n + 1 + 1
n + 2 ;

Sn = 4− 5
2 + 2+ 1

n + 1 −
5

n + 1 + 1
n + 1 ;

S = lim
n→∞

Sn = 6− 2, 5 = 3, 5.
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Ïðèìåð 21.4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑

n=1
arcsin n

(
n2 + 5

)3/2

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì ïðèçíàêîì ñðàâíåíèÿ. Â êà÷åñòâå
ýòàëîííîãî ðÿäà âîçüìåì ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

∞∑
n=1

1
n2 . Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
n→∞

n2 · arcsin

√√√√ n2

(
n2 + 5

)3 = lim
n→∞

n2 ·
√√√√ n2

(
n2 + 5

)3 =

= lim
n→∞

√√√√ n6

(
n2 + 5

)3 = 1 .

Ðÿä. ñõîäèòñÿ.
Ïðèìåð 21.5. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

1 · 4 · 7 · · · · · (3n− 2)
2n+1 · n !

.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà è âû÷èñëèì ρ = lim
n→∞

an+1

an
.

an = 1 · 4 · 7 · · · · · (3n− 2)
2n+1 · n !

; an+1 = 1 · 4 · 7 · · · · · (3n− 1) · (3n + 1)
2n+2 · (n + 1) !

, ïî-
ýòîìó

ρ = lim
n→∞

1 · 4 · 7 · · · · · (3n− 1) (3n + 1) · 2n+1 · n !

2n+2 · (n + 1) ! · 1 · 4 · 7 · · · · · (3n− 1)
= lim

n→∞
(3n + 1) · n !

2 · n ! · (n + 1) =

= lim
n→∞

3n + 1
2 (n + 1) = 3

2 > 1, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 21.6. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑

n=1
n4 · arctg2n π

4n
Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè è âû÷èñëèì ρ =

= lim
n→∞

n
√

an

ρ = lim
n→∞

n
√

n4 · arctg2n π

4n = lim
n→∞

(
n
√

n
)4 · arctg2 π

4n =

= lim
n→∞

arctg2 π

4n = 0 < 1,
ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 21.7. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä.
∞∑

n=1

3n(
n2 − 2

)
· ln 2n

Ðåøåíèå. an = 3n(
n2 − 2

)
ln 2n

> 3n
n2 · ln 2n

= 3
n · ln 2n . Èññëåäóåì ñõî-

äèìîñòü âñïîìîãàòåëüíîãî ðÿäà
∞∑

n=1

3
n ln 2n ïî èíòåãðàëüíîìó ïðèçíà-

êó Êîøè. èíòåãðàë 3
∞∫
1

dx

x ln 2x = 3
∞∫
1

d (ln 2x)

ln 2x = lim
b→∞

3 ln |ln 2x|
∣∣∣∣

b
1 = ∞ .

Èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ,
èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
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Ïðèìåð 21.8. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä.
∞∑

n=1
(−1)n n3

(n + 1) !
Ðåøåíèå. Èññëåäóåì çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõî-

äèìîñòü, ò.å. èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà, ñîñòàâëåííîãî èç àáñîëþòíûõ
âåëè÷èí ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà

∞∑
n=1

n3

(n + 1)!! . Ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà

ρ = lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
(n + 1)3 (n + 1) !

(n + 2) ! · n3 = lim
n→∞

(
n + 1

n

)3
· 1

n + 2 = 1 ·
· 0 < 1. Ðÿä èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé
çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

21.6. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç ïðèçíàêîâ ñðàâ-

íåíèÿ.

1.
∞∑

n=1

1
3n− 2 . 2.

∞∑
n=1

1
n2 − 3n + 5

.

3.
∞∑

n=1

5n− 2
3n2 + n

. 4.
∞∑

n=1

1√
n(n + 1)(n + 2)

.

5.
∞∑

n=1

1
(2n− 1)22n−1 . 6.

∞∑
n=1

1
n− ln n

.

7.
∞∑

n=1

ln n
4√
n5

. 8.
∞∑

n=1

1
n

(
√

n + 1 −√n− 1 ).

9.
∞∑

n=1
2n sin π

4n .. 10.
∞∑

n=1

n2 + 4
(n2 + 2) · 2n

..

11.
∞∑

n=1

1
3n − n2 .. 12.

∞∑
n=1

tg2 π

4
√

n
..

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Äàëàìáåðà.

13.
∞∑

n=1

n2 + 5
3n . 14.

∞∑
n=1

(2n + 1)32n−1

3n2(1− 2n)
. 15.

∞∑
n=1

5n(2n− 1)
nn .

16.
∞∑

n=1

nn2

2n!
. 17.

∞∑
n=1

(2n)n

(2n− 1)! . 18.
∞∑

n=1
n tg π

2n+1 .

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà ñ ïîìîùüþ ðàäèêàëüíîãî ïðèçíàêà
Êîøè.
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19.
∞∑

n=1

(
n− 1
2n2 + 1

)n

. 20.
∞∑

n=1

(
5n3 + n2

√
7n5 + n− 2

)2n
.

21.
∞∑

n=1

2n · n!

nn . 22.
∞∑

n=1

1√
lnn n

.

23. 3+ 2, 12 + 2, 013 + 2, 0014 + . . . 24.
∞∑

n=1

(2n− 1
2n + 1

)n2

3 .

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðèçíàêà
Êîøè.

25.
∞∑

n=1

1√
n
. 26.

∞∑
n=1

2n + 1
3n2 + 1

. 27.
∞∑

n=1

1
n ln n(ln ln n)2

.

28.
∞∑

n=1

1
n ln2 n

. 29.
∞∑

n=1
ne−n. 30.

∞∑
n=1

n−p, åñëè p > 1.

31.
∞∑

n=1

n

2n2 . 32.
∞∑

n=1

n

n2 + 4
. 33.

∞∑
n=1

ln n

n
(
ln4 n + 1

) .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü.

34.
∞∑

n=1
(−1)n+1 · 1

3n− 1 . 35.
∞∑

n=1
(−1)n · 1

n
√

n
.

36.
∞∑

n=1
(−1)n−1 · ln n

n
. 37.

∞∑
n=1

(−1)n+1 · sin 2n
n2 .

38.
∞∑

n=1
(−1)n(n− 1)/2 ·

(2n− 1
3n + 2

)n
2 . 39.

∞∑
n=1

(−1)n · n!
2n−1∏

k=1
k

.

40.
∞∑

n=1

sin π(n2 + n + 1)
n

. 41.
∞∑

n=2

(−1)n

n
√

ln n
.

42.
∞∑

n=1

(
− 2n
3n + 5

)n

. 43.
∞∑

n=1

(
− 1

n

)n

.

21.6.1. Îòâåòû. 1. ðàñõîäèòñÿ. 2. Ñõîäèòñÿ 3. ðàñõîäèòñÿ.
4. ñõîäèòñÿ. 5. ñõîäèòñÿ. 6. ðàñõîäèòñÿ. 7. ñõîäèòñÿ. 8. ñõîäèòñÿ. 9.
ñõîäèòñÿ. 10. ñõîäèòñÿ. 11. ñõîäèòñÿ. 12. ðàñõîäèòñÿ. 13. ñõîäèòñÿ 14.
ðàñõîäèòñÿ. 15. ñõîäèòñÿ. 16. ðàñõîäèòñÿ. 17. ñõîäèòñÿ. 18. ñõîäèòñÿ.
19. ñõîäèòñÿ. 20. ðàñõîäèòñÿ. 21.ñõîäèòñÿ. 22. ñõîäèòñÿ. 23. ðàñõîäèò-
ñÿ. 24. ðàñõîäèòñÿ. 25. ðàñõîäèòñÿ.26. ðàñõîäèòñÿ. 27. ñõîäèòñÿ. 28.
ñõîäèòñÿ. 29. ñõîäèòñÿ 30. ðàñõîäèòñÿ ïðè p =1 è ñõîäèòñÿ ïðè p>1.
31. ñõîäèòñÿ. 32. ðàñõîäèòñÿ. 33. ñõîäèòñÿ. 34. ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 35.
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. 36. ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 37. ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
38. ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî39. ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. 40. ñõîäèòñÿ óñëîâíî.
41. ðàñõîäèòñÿ. 42. ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. 43. ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
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Ðÿä, ÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè îò àðãóìåíòà x, îïðåäå-
ëåííûå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå D, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì.

∞∑

n=1
an(x) = a1(x) + a2(x) + ... + an(x) + ... (22.1)

Míîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé x, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñòà-
íîâèòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìî-
ñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ x ∈ D ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþò-
íî, à äëÿ íåêîòîðûõ óñëîâíî.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáëàñòåé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.

Ñóììîé ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ S(x) =

= lim
m→∞

Sm(x), ãäå Sm(x) =
m∑

n=1
an (x) − ÷àñòè÷íàÿ ñóììà.

Îïðåäåëåíèå 22.1. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåð-
íî ñõîäÿùèìñÿ íà ìíîæåñòâå {x} ê ñâîåé ñóììå S(x), åñëè äëÿ
∀ε > 0 ∃N > 0 íåçàâèñÿùåå îò x òàêîå, ÷òî ïðè n > N âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî |Sm(x)− S(x)| < ε

Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèé Êîøè äëÿ ñõîäèìîñòè
ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 22.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (9.5) ðàâíî-
ìåðíî ñõîäèëñÿ íà ìíîæåñòâå {x} ê íåêîòîðîé ñóììå, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ∀ε > 0 ∃N > 0 íåçàâèñÿùåå îò x òàêîå, ÷òî
ïðè n > N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |Sm+p(x)− Sm(x)| < εäëÿ∀p > 0

Òåîðåìà 22.2. (ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà) Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
(22.1) ðàâíîìåðíî ñõîäèëñÿ íà ìíîæåñòâå {x} ê íåêîòîðîé ñóììå,
åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëîâîé ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè

∞∑
n=1

cn,
òàêîé, ÷òî äëÿ ∀x èç ìíîæåñòâà {x} è äëÿ ∀n âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî |an(x)| 6 cn.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç íåðàâåíñòâà |an(x)| 6 cn ñëåäóåò∣∣∣∣
m∑

n=1
an(x)

∣∣∣∣ 6
m∑

n=1
|an(x)| 6

m∑
n=1

cn. Ââåäåì äâå ÷àñòè÷íûå ñóììû

Sm1 =
∣∣∣∣

m∑
n=1

an(x)
∣∣∣∣ , Sm2 =

m∑
n=1

cn , è áóäåì ðàññìàòðèâàòü èõ, êàê ïî-
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ñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ m. Òîãäà, èõ íåðàâåíñòâ, ñ
ó÷åòîì ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëó÷àåì

∣∣∣∣
∞∑

n=1
an(x)

∣∣∣∣ 6
∞∑

n=1
cn. ¤

22.1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ
ðÿäîâ

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ,
èìåþùèå âàæíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå.

22.1.1. Ïî÷ëåííûé ïåðåõîä ê ïðåäåëó. Èçâåñòíî ðàâåíñòâî
lim
n→β

m∑
n=1

an(x) =
m∑

n=1
lim
n→β

an(x).

Îäíàêî, êîãäà ñóììà èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ýòî ðàâåí-
ñòâî íå âñåãäà ñïðàâåäëèâî

Òåîðåìà 22.3. Ïóñòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (22.1) ðàâíîìåðíî
ñõîäèëñÿ íà ìíîæåñòâå {x} ê íåêîòîðîé ñóììå S(x), è äëÿ âñåõ
÷ëåíîâ ðÿäà ñóùåñòâóåò â òî÷êå β ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå

lim
n→β

an(x) = bn.

Òîãäà ôóíêöèÿ S(x) èìååò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå

lim
n→β

S(x) =
∞∑

n=1
lim
n→β

an(x) =
∞∑

n=1
bn.

Ïðè ýòîì ðÿä
∞∑

n=1
bn ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò ñèìâîëû ïðåäåëà è áåñêîíå÷íîé ñóììû ïå-
ðåñòàâëÿòü ìåñòàìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà èìååì
äëÿ ∀ε > 0 ∃N > 0, íåçàâèñÿùåå îò x òàêîå, ÷òî ïðè n > N âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî |Sm+p(x)−Sm(x)|<ε äëÿ ∀p > 0

Òîãäà |Sm+p(x)−Sm(x)|=
∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

ak(x)
∣∣∣∣ <ε . Â ñóììå

n+p∑
k=n+1

ak(x)êîíå÷íîå
÷èñëî ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó ñèìâîëû ïðåäåëà è ñóììû ïåðåñòàâëÿòü
ìåñòàìè. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì lim

n→β

∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak(x)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

bk

∣∣∣∣ =

= |Sbm+p−Sbm|6 ε, ãäå Sbm=
m∑

n=1
bn. Äëÿ ðÿäà

∞∑
n=1

bn âûïîëíåí
ïðèçíàê Êîøè. Ñëåäîâàòåëüíî îí ñõîäèòñÿ.

Èç ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñëåäóåò∣∣∣∣∣S(x)−
∞∑

n=1
bn

∣∣∣∣∣ = |Sm(x)−Sbm+Rm(x)−Rbm| 6

6 |Sm(x)−Sbm|+ |Rm(x)|+ |Rm| ,
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ãäå R(x), Rm �îñòàòêè ðÿäîâ (22.1) è
∞∑

n=1
bn. Òîãäà èç ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà è ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà, ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñóììû Sm(x)−Sbm èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ,
ñëåäóåò. Äëÿ ∀ε > 0 ∃N > 0 òàêîå, ÷òî ïðè n > N áóäóò ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

|Sm(x)−Sbm| < ε

3 , |Rm(x)| < ε

3 |Rm| < ε

3 ,
îòêóäà ñëåäóåò ∣∣∣∣∣S(x)−

∞∑

n=1
bn

∣∣∣∣∣ < ε.¤

Èç òåîðèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, èçâåñòíî, ÷òî êîíå÷íàÿ ñóììà
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, ÷òî íå âñåãäà ñïðàâåä-
ëèâî äëÿ áåñêîíå÷íîé ñóììû.

Òåîðåìà 22.4. Ïóñòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (22.1) ðàâíîìåðíî ñõî-
äèëñÿ íà ìíîæåñòâå x ê íåêîòîðîé ñóììå S(x), è ýëåìåíòû ýòîãî
ðÿäà ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè â ëþáîé òî÷êå β ∈ x.
Òîãäà ñóììà ðÿäà S(x) òîæå áóäåò íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ýëåìåíòîâ
ðÿäà ñëåäóåò

lim
x→β

an(x) = an(β).

Èç óñëîâèé òåîðåìà ñëåäóåò, ÷òî ðÿä
∞∑

n=1
an(β) ñõîäèòñÿ. Òîãäà çàìåíèâ

â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 22.3 bn íà an(β), ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü
óòâåðæäåíèÿ äàííîé òåîðåìû.¤

22.1.2. Ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå
ðÿäîâ. Èçâåñòíî, ÷òî êîíå÷íûå ñóììû ôóíêöèé ìîæíî ïî÷ëåííî
èíòåãðèðîâàòü è äèôôåðåíöèðîâàòü, ÷òî íå âñåãäà âîçìîæíî äëÿ áåñ-
êîíå÷íûõ ñóìì. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèå ïî÷ëåííî
èíòåãðèðîâàòü è äèôôåðåíöèðîâàòü áåñêîíå÷íûå ñóììû ôóíêöèé

Òåîðåìà 22.5. Åñëè ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑

n=1
an(x) èìååò ñâîèì

÷ëåíàìè íåïðåðûâíûå íà ïðîìåæóòêå [a, b] ôóíêöèè è ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà ýòîì îòðåçêå ê ôóíêöèè S(x), òî ýòà ñóììà S(x)
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, à ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü íà
ýòîì îòðåçêå.

∞∑

n=1

b∫

a

an(x)dx =

b∫

a

S(x)dx.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ðÿäû, íå óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
òåîðåìû, îäíàêî îíè äîïóñêàþò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ S(x) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [ab]. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà áóäåò èíòåãðèðóåìîé.
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Èç óñëîâèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ∀ε > 0∃N >
> 0 òàêîå, ÷òî ïðè n > N áóäóò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|S(x + ∆x)− Sm(x + ∆x)| < ε

3 , |S(x)− Sm(x)| < ε

3 .

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé an(x) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ∀ε > 0 ∃δ >
> 0 òàêîå, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ |∆x| < δ ,áóäåò ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî |Sm(x + ∆x)− Sm(x)| < ε

3 Òîãäà ïîëó÷èì

|S(x + ∆x)− S(x)| =
= |S(x + ∆x)− S(x) + Sm(x + ∆x)− Sm(x + ∆x) + Sm(x)− Sm(x)| 6

6 |S(x + ∆x)− Sm(x + ∆x)|+ |S(x)− Sm(x)|+
+ |Sm(x + ∆x)− Sm(x)| < ε

Òàêèì îáðàçîì, èìååì, ÷òî äëÿ ∀ε > 0∃δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ |∆x| < δ ,áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|S(x + ∆x)− S(x)| < ε ÷òî îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè S(x), à
ñëåäîâàòåëüíî, åå èíòåãðèðóåìîñòü íå îòðåçêå [ab].

Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ∀ε > 0 ∃N > 0
òàêîå, ÷òî ïðè n > N áóäóò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Rm(x)| < ε

b− a
.

Òîãäà
∣∣∣∣∣∣

b∫

a

S(x)dx−
m∑

n=1

b∫

a

an(x)dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

Rm(x)dx

∣∣∣∣∣∣
6

b∫

a

|Rm(x)| dx < ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü.¤
Òåîðåìà 22.6. Åñëè â íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b]

1. ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑

n=1
an(x) ñõîäèòñÿ ê ñóììå S(x);

2. ÷ëåíû an(x) äàííîãî ðÿäà èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå;
3. ðÿä ýòèõ ïðîèçâîäíûõ

∞∑
n=1

a
′
n(x)ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî;

òî äàííûé ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑

n=1
an(x) ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôå-

ðåíöèðîâàòü â êàæäîé òî÷êå îòðåçêå [a, b]

∞∑

n=1
a
′
n(x) = S

′
(x). (22.2)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ñóììó ðÿäà
∞∑

n=1
a
′
n(x) = G(x). Òàê

êàê äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðîèçâîäíûå a
′
n(x) ÿâëÿþòñÿ

íåïðåðûâíûìè, òî ýòîò ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü
x∫

a

G(x)dx =
∞∑

n=1

x∫

a

a
′
n(x)dx =

∞∑

n=1
(an(x)− an(a)) =

= S(x)− S(a)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì äàíî íåðàâåíñòâî, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà îïðåäåëåí-
íîãî èíòåãðàëà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì G(x) = S

′
(x), îòêóäà ñëå-

äóåò ðàâåíñòâî (22.2).¤
22.1.3. Ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè ñõîäèìîñòè. Äëÿ

îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà íåîáõîäèìî
ðåøèòü îäíî èç ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:

lim
n→∞

|an+1(x)|
|an(x)| < 1, lim

n→∞
n
√
|an(x)| < 1. (22.3)

Çàòåì ñëåäóåò ïðîâåðèòü ñõîäèìîñòü ðÿäà íà ãðàíèöàõ ïîëó÷åííîãî
èíòåðâàëà.

Ïðèìåð 22.1. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
∞∑

n=1

4 · 3n
2√

n
tgn (2x).

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî (22.3) äëÿ äàííîãî ïðèìåðà èìååò âèä

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
3

n+1
2 tgn+1(2x)

√
n√

n + 1 •3ntgn(2x)

∣∣∣∣∣ < 1.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
3
1
2 tg(2x)

√
n√

n + 1

∣∣∣∣∣ =
√
3 |tg(2x)| lim

n→∞

√
n

n + 1 =
√
3 |tg(2x)| < 1.

Ðåøàÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

− 1√
3

< tg2x <
1√
3

=⇒ πk − π

6 < 2x < πk + π

6 =⇒

=⇒ πk

2 − π

12 < x <
πk

2 + π

12 , k ∈ Z

Ïðîâåðÿåì ñõîäèìîñòü ðÿäà íà ãðàíèöàõ ïîëó÷åííîãî èíòåðâàëà
1. tg2x = 1√

3
=⇒ 4

∞∑
n=1

1√
n
. Ýòîò ðÿä ðàñõîäèòñÿ, êàê áûëî äîêàçà-

íî â ïðèìåðå 21.2.
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2. tg2x = − 1√
3

=⇒ 4
∞∑

n=1
(−1)n 1√

n
. Ðÿä àáñîëþòíî íå ñõîäèòñÿ.

Îäíàêî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1√
n + 1

<
1√
n
, 1√

n
= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Òîãäà îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè èñõîäíîãî ðÿäà áó-
äóò ïîëóñåãìåíòû:

πk

2 − π

12 6 x <
πk

2 + π

12 , k ∈ Z.

22.2. Ñòåïåííûå ðÿäû

Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä âèäà
∞∑

n=0
anxn. (22.4)

Âûâåäåì ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ñòåïåííîãî
ðÿäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (22.4).

lim
n→∞

|an+1(x)|
|an(x)| = lim

n→∞

∣∣an+1x
n+1∣∣

|anxn| = lim
n→∞

|an+1| |x|
|an| < 1.

Ðåøèâ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

|x| < lim
n→∞

|an|
|an+1| ,

îòêóäà ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè R

R = lim
n→∞

|an|
|an+1| . (22.5)

Èç âòîðîé ôîðìóëû (22.3) èìååì
lim

n→∞
n
√
|an(x)| = lim

n→∞
n
√
|an| |x| < 1,

îòêóäà ïîëó÷àåò
R = lim

n→∞
1

n
√
|an|

. (22.6)

Ñòåïåííîé ðÿä â îáëàñòè ñõîäèìîñòè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì âñåõ
òåîðåì 22.1-22.6, êîòîðûå áûëè ðàññìîòðåíû â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ.

Ïðèìåð 22.2. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑

n=0

nxn

3n .

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (22.5).

R = lim
n→∞

n

3n · 3n+1

(n + 1) = 3 lim
n→∞

n

n + 1 = 3.
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Íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà (−3, 3) ïîëó÷àåì äâà ðÿäà
∞∑

n=0
(−1)n

n,
∞∑

n=0
n.

Îáà ðÿäà ðàñõîäÿùèåñÿ, òàê êàê íå âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
ñõîäèìîñòè

lim
n→∞

(−1)n
n − íå ñóùåñòâóåò, à lim

n→∞
n = ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, îá-

ëàñòüþ ñõîäèìîñòè èññëåäóåìîãî ðÿäà, ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë (−3, 3)
22.2.1. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ñòåïåííûå ðÿäû. Ïóñòü ôóíê-

öèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñòåïåííîãî ðÿäà, ñ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè
(−R, R).

f(x) =
∞∑

n=0
an (x− α)n

Ñòåïåííîé ðÿä óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 22.6. Ðÿä ïðîèçâîäíûõ
∞∑

n=1
nanxn−1, ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè

ðàâíûì ðàäèóñó ñõîäèìîñòè èñõîäíîãî ðÿäà

R = lim
n→∞

n |an|
(n + 1) |an+1| = |an|

|an+1|
Ïîýòîìó ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü.

f
′
(x) =

∞∑

n=0
nan (x− α)n−1, f

′′
(x) =

=
∞∑

n=0
n (n− 1) an (x− α)n−2 , · · · , f (n)(x) =

∞∑

n=0
n!an, · · ·

Ïîëàãàÿ âî âñåõ ðàâåíñòâàõ x = α, ïîëó÷èì

f(α) = a0, f
′
(α) = a1, f

′′
(α) = 2a3, · · · , f (n)(α) = n!an, · · · ,

îòêóäà ñëåäóåò îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà

an = f (n)(α)

n!
, n = 1, 2, · · · . (22.7)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðÿä

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(α)

n!
(x− α)n

. (22.8)

Îïðåäåëèì îáëàñòü ñõîäèìîñòè

R = lim
n→∞

∣∣∣f (n)(α)
∣∣∣

n!
· (n + 1)!∣∣∣f (n+1)(α)

∣∣∣
= lim

n→∞

∣∣∣f (n)(α)
∣∣∣

∣∣∣f (n+1)(α)
∣∣∣
(n + 1) = ∞.
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Åñëè âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè îãðàíè÷åíû â òî÷êå x = α, òî âñÿ
÷èñëîâàÿ îñü ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè.

Ðÿä (22.8) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà, à ïðè α = 0, îí íàçûâàåòñÿ
ðÿäîì Ìàêëîðåíà.

Åñëè âûïîëíèòü âñå âû÷èñëåíèÿ ïðè α = 0 äëÿ ôóíêöèé:
ex, sinx, cosx, ln(1+ x), òî ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ

ex = 1+
∞∑

n=1

xn

n!
, sinx =

∞∑

n=1

(−1)n x2n+1

(2n + 1)! ,

cosx = 1+
∞∑

n=1

(−1)n x2n

(2n)!
, ln(1+ x) =

∞∑

n=1

(−1)n+1 x
n

n

Îïðåäåëèì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëåäíåãî ðÿäà

lim
n→∞

n + 1
n

= 1.

Íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà (−1, 1) èìååì ñëåäóþùèå ðÿäû
∞∑

n=1

(−1)n+2

n
,
∞∑

n=1

(−1)n+1

n

Îáà ðÿäà ÿâëÿþòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìèñÿ, è êàê óæå áûëî èññëåäîâàíî,
îíè ñõîäÿòñÿ óñëîâíî. Îäíàêî, ïðè x → −1, ôóíêöèÿ ln(1+ x) → −∞.
Ïîýòîìó îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëóñåãìåíò (−1, 1].

22.3. Ðÿäû Ôóðüå
Ðÿä âèäà

a0
2 +

∞∑

n=1
ancosnx + bnsinnx.

íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå. ×èñëà a0, an, bn - íàçû-
âàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà.

22.3.1. Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïî ìåòîäó Ýéëåðà-Ôóðüå.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [−ππ]
è èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

f(x) = a0
2 +

∞∑

n=1
ancosnx + bnsinnx. (22.9)

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
a0, an, bn.
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà
π∫

−π

cosnxdx =sinnx

n

∣∣∣∣
π
−π

= 0,
π∫

−π

sinnxdx =− cosnx

n

∣∣∣∣
π
−π

= 0,

ïðîèíòåãðèðîâàâ ðàçëîæåíèå (22.9) ïî÷ëåííî, ïîëó÷èì

a0 = 1
π

π∫

−π

f(x)dx (22.10)

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (22.9) íà sinkx è ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðîèíòå-
ãðèðóåì

π∫

−π

f(x)sinkxdx =

= a0
2

π∫

−π

sinkxdx +
∞∑

n=1
an

π∫

−π

cosnxsinkxdx + bn

π∫

−π

sinnxsinkxdx.

Åñëè n 6= k, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ, òàê êàê
π∫

−π

cosnxsinkxdx = 1
2

π∫

−π

(sin(k − n) + sin(k + n)) dx = 0,

π∫

−π

sinnxsinkxdx = 1
2

π∫

−π

(cos(n− k)− cos(n + k)) dx = 0.

Åñëè n = k, òî ïîëó÷èì
π∫

−π

f(x)sinnxdx = bn

π∫

−π

sin2nxdx = bn

2

π∫

−π

(1− cos2nx) dx =

= bn

2

(
x− sin2nx

2n

) ∣∣∣∣
π
−π

= bnπ

îòêóäà ïîëó÷àåì

bn = 1
π

π∫

−π

f(x)sinnxdx (22.11)

Óìíîæèâ (22.9) íà coskx è âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå
òåì, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè âûâîäå ôîðìóëû (22.11), ïîëó÷èì

an = 1
π

π∫

−π

f(x)cosnxdx (22.12)
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Èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî ïðè ÷åòíîé ôóíêöèè êîýôôè-
öèåíòû bn = 0, à äëÿ íå÷åòíûõ ôóíêöèé êîýôôèöèåíòû a0, an áóäóò
íóëåâûìè. Êðîìå òîãî ñëåäóåò îòìåòèòü åùå îäíó îñîáåííîñòü èíòåãðà-
ëîâ îò ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Åñëè èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâåí
ïåðèîäó, òî çíà÷åíèå èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò òîãî, ãäå íà ÷èñëîâîé îñè
âçÿò ýòîò èíòåðâàë.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó, êîòîðàÿ äàåò óñëîâèÿ ñõîäè-
ìîñòè ðÿäà Ôóðüå.

Òåîðåìà 22.6. (òåîðåìà Äèðèõëå) . Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x)è åå ïðî-
èçâîäíûå íà ñåãìåíòå [−π, π] ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûìè çà èñêëþ÷å-
íèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ðàçðûâà 1 ðîäà. Òîãäà ðÿä Ôóðüå ýòîé
ôóíêöèè ñõîäèòñÿ, à â êàæäîé òî÷êå ñåãìåíòà [−π, π] ñóììà S(x)
ýòîãî ðÿäà ðàâíà:

1. S(x) = f(x) âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x), ëå-
æàùèõ âíóòðè ñåãìåíòà [−π, π] ;

2. S(x0) = 1
2 [f(x0 − 0) + f (x0 + 0)] , ãäåx0 � òî÷êà ðàçðûâà 1

ðîäà ôóíêöèè f(x);
3. S(x) = 1

2 [f(−π + 0) + f (π − 0)] íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà, ò.å.
ïðè x = ±π.

22.3.2. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ñ ïðîèçâîëüíûì ïåðèîäîì.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïåðèîä ðàâíûé 2l. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåí-
íîé x = lz/π Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ(z) = f(lz/π) = f(x) ïî ïåðåìåííîé z
áóäåò èìåòü ïåðèîä ðàâíûé 2π. Ïîýòîìó ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòà-
òàìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ òàêèõ ôóíêöèé. Ðàçëîæåíèå â ðÿä áóäåò èìåòü
âèä

ϕ(z) = a0
2 +

∞∑

n=1
ancosnz + bnsinnz.

Èç (22.10)-(22.12) ïîëó÷èì

a0 = 1
π

π∫

−π

ϕ(z)dz =
∣∣∣∣

z = πx

l
, dz = π

l
dx

z = ±π, x = ±l

∣∣∣∣ = 1
l

l∫

−l

f(x)dx,

bn = 1
π

π∫

−π

ϕ(x)sinnzdz =
∣∣∣∣

z = πx

l
, dz = π

l
dx

z = ±π, x = ±l

∣∣∣∣ = 1
l

l∫

−l

f(x)sinπx

l
dx,

an = 1
π

π∫

−π

ϕ(z)cosnzdz = 1
l

l∫

−l

f(x)cosπx

l
dx.
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Ðÿä Ôóðüå ïðèìåò âèä

f(x) = a0
2 +

∞∑

n=1
ancos

nπx

l
+ bnsin

nπx

l
.

22.4. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Ñôîðìóëèðóéòå ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëü-
íîãî ðÿäà.

2. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóììà ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé?

3. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòå-
ãðèðîâàòü?

4. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äèô-
ôåðåíöèðîâàòü?

5. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà?
6. Âûâåäèòå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå.

22.5. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ ïðèìåðîâ
Ïðèìåð 22.3. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=1

5n+1

n !
· xn.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

R = lim
n→∞

∣∣∣ an

an+1

∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
5n+1 · (n + 1) !

n ! 5n+2

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣n + 1
5

∣∣∣ = ∞.

Èíòåðâàëîì ñõîäèìîñòè ðÿäà ÿâëÿåòñÿ âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü.
Ïðèìåð 22.4. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑

n=1

xn

n · 3n .

Ðåøåíèå. Íàõîäèì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè

R = lim
n→∞

∣∣∣ an

an+1

∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
(n + 1) · 3n+1

n · 3n

∣∣∣∣ = 3 lim
n→∞

∣∣∣n + 1
n

∣∣∣ = 3.

Èíòåðâàë ñõîäèìîñòè: x ∈ (−3; 3).
Èññëåäóåì ðÿä íà êîíöàõ èíòåðâàëà. Ïðè x = 3 ïîëó÷àåì ãàð-

ìîíè÷åñêèé ðÿä
∞∑

n=1

1
n
, êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ. Ïðè x = −3 ïîëó÷àåì

çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä
∞∑

n=1

(−1)n

n
. Íà îñíîâàíèè ïðèçíàêà Ëåéáíèöû

èìååì:



284 Ëåêöèÿ 22. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

1. 1 >
1
2 >

1
3 >

1
4 > · · · ;

2. lim
n→∞

1
n

= 0.
Îáà óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ïîëóñåãìåíò [−3; 3) .

Ïðèìåð 22.5. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
∞∑

n=1

(n + 1)5 · x2n

2n + 1 .

Ðåøåíèå. Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà ïî
ïðèçíàêó Äàëàìáåðà.

ρ = lim
n→∞

∣∣∣un+1

un

∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
(n + 2)5 · x2n+2 · (2n + 1)
(2n + 3) · (n + 1)5 · x2n

∣∣∣∣ = |x|2 ·

· lim
n→∞

(
n + 2
n + 1

)5
· 2n + 1
2n + 3 = |x|2 .

Ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè |x|2 < 1, îòêóäà −1 < x < 1.
Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.
Ïðè x = ±1 ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ïðèíèìàåò âèä

∞∑

n=1

(n + 1)5
2n + 1 (±1)2n =

∞∑

n=1

(n + 1)5
2n + 1 .

Ýòîò ÷èñëîâîé ðÿä ðàñõîäèòñÿ, ò.ê. íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìûé ïðè-
çíàê ñõîäèìîñòè: lim

n→∞
(n + 1)5
2n + 1 = ∞ 6= 0. Ïîýòîìó îáëàñòü ñõîäèìîñòè

äàííîãî ðàäà x ∈ (−1; 1).
Ïðèìåð 22.6. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèþ y = x íà èíòåðâàëå

(−1, 1)
Çàäàííàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Ïîýòîìó ôîðìèðóåì

íîâóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ íà èíòåðâàëå (−1, 1) äîëæíà ñîâïàäàòü ñ
èñõîäíîé ôóíêöèåé (ðèñ.22.1)

Ðèñ. 22.1.

Ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé,
ïîýòîìó â ðàçëîæåíèè êîýôôèöèåíòû a0, an

áóäóò íóëåâûìè. Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû
bn

bn =

1∫

−1

xsinnπxdx =

∣∣∣∣∣∣

u = x, du = dx
dv = sinnπxdx,
v = −cosnπx

nπ

∣∣∣∣∣∣
=

= −xcosnπx

nπ

∣∣∣∣
1
−1 + 1

nπ

1∫

−1

cosnπxdx = 2
nπ

(−1)n+1 + 1
n2π

2 sinnπx

∣∣∣∣
1
−1 =
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= 2
nπ

(−1)n+1
.

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè y = x íà èíòåðâàëå
(-1, 1) áóäåò èìåòü âèä

f(x) =
∞∑

n=1

2
nπ

(−1)n+1
sinnπx.

22.6. Ïðèìåðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà.

1.
∞∑

n=1

(−1) n

n2x−1 . 2.
∞∑

n=1
(nx)−n

. 3.∞∑
n=1

lnn
(
1+ x2

)
.

4.
∞∑

n=1

(
3− x2

)n
. 5.

∞∑
n=1

(
n

2

) x

. 6.
∞∑

n=1

(x + 2)n

n2n .

7.
∞∑

n=1

n3

xn . 8.
∞∑

n=1

1
3√nxn

. 9.
∞∑

n=1

1
1+ xn .

10.
∞∑

n=1

1
2n sin x

. 11.∞∑
n=1

(−1)n

xnn ln n
.

12.
∞∑

n=1
2ntg x

3n .

13.
∞∑

n=1

x
n(n + 1)/2

n!
.

14.
∞∑

n=1

x2n

n
.

15.
∞∑

n=1
(nx)n. 16.

∞∑
n=1

(nx)n

n!
.

17.∞∑
n=1

(x− 4)n

√
n

.
18.∞∑
n=1

(x + 1)n

n!
.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ íà çàäàííîì èíòåðâàëå â ðÿä Ôóðüå:
22.6.1. . Îòâåòû. 1. x > 0, 5;äëÿ õ>1 ðÿä ñõîäèòñÿ àáñî-

ëþòíî, à äëÿ 0,5<x 61óñëîâíî. 2. ðÿä ñõîäèòñÿ â åäèíñòâåííîé
òî÷êå õ =0. 3. ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ −√e− 1 < x <

√
e− 1 .

4.ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ −2 < x < −
√
2 è

√
2 < x < 2. 5.ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî äëÿ x < −1. 6. ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ −4 < x < 0è
óñëîâíî â òî÷êå x = −4. 7. ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ |x|>1. 8.
x>1 è x 61; äëÿ |x|>1 ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, à ïðè x =�1 �
óñëîâíî. 9. àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ äëÿ |x|>1. 10. ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî
2πk < x < (2k + 1)π, ãäå k ∈ Z. 11. −∞ < x < −1 è 1 6 x < ∞;
â òî÷êå x =1 ñõîäèìîñòü óñëîâíàÿ. 12. ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè
âñåõ x 6= π(2k + 1)3n/2, ãäå n ∈ N , k ∈ Z.13.[−1; 1]. 14. (−1; 1). 15.
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19.
y(x) = sign x, (−π < x < π).

24. y(x) = sin ax, −π < x <
< π,
a − íå öåëîå ÷èñëî.

20.
y(x) =

{
A, åñëè 0 < x < l;
0, åñëè 0 < x < 2l,

À>0 � ïîñòîÿííàÿ.

25. y(x) = eαx, −h < x < h

21. y(x) = x, −π < x < π 26. y(x) = x sin x, −π < x < π

22. y(x) = π − x

2 , 0 < x < 2π 27. y(x) = x cosx, −π < x <
< π

23. y(x) = |x| , −π < x < π 28. y(x) = sign(cosx)

x = 0. 16.
[
−1

e
; 1
e

)
. 17. [3; 5). 18. (−∞;+∞). 19. 4

π

∞∑
k=1

sin(2k − 1)x
2k − 1 ;

20. A

2 − 2A
π

∞∑
k=0

1
2k + 1 sin(2k + 1)πx

l
.21. 2

∞∑
n=1

(−1)n+1 sin nx

n
. 22.

∞∑
n=1

sin nx

n
.23. π

2 −
4
π

∞∑
k=1

cos(2k + 1)x
(2k + 1)2

. 24. 2 sin πa

π

{ ∞∑
n=1

(−1)n+1n sin nx

n2 − a2

}
.

25. 2sh (ah)
{ 1
2a + ... ... +

∞∑
n=1

(−1)n
ah cos

nπx

h
− πn sin

nπx

h

(ah)2 + (πn)2

}
.

26. 1− 1
2 cos x + 2

∞∑
n=2

(−1)n+1

n2 − 1
cosnx.27. 16

π

∞∑
n=1

(−1)n+1n sin 2nx(
4n2 − 1

)2 . 28.

4
π

∞∑
k=0

(−1)k cos(2k + 1)x
(2k + 1) .


